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Poglavje 1

Uvod

Vsak rac¢unalniski predmet na svetu vklju¢uje snov o podatkovnih struk-
turah in algoritmih. Podatkovne strukture so tako pomembne; izboljsajo
kvaliteto nasega Zivljenja in celo vsakodnevno resujejo Zivljenja. Veliko
multimiljonskih in nekaj multimiljardnih druzb je bilo ustanovljenih na
osnovi podatkovnih struktur.

Kako je to mozno? Ce dobro pomislimo ugotovimo, da se s podatkov-
nimi strukturami sre¢ujemo povsod.

* Odpiranje datoteke: podatkovne strukture datote¢nega sistema se
uporabljajo za iskanje delov datoteke na disku, kar ni preprosto. Di-
ski vsebujejo stotine miljonov blokov, vsebina datoteke pa je lahko
spravljena v kateremkoli od njih.

* Imenik na telefonu: podatkovna struktura se uporabi za iskanje
telefonske stevilke v imeniku , glede na delno informacijo Se pre-
den kon¢amo z vnosom iskalnega pojma. Nas imenik lahko vsebuje
ogromno informacij - vsi, ki smo jih kadarkoli kontaktirali prek te-
lefona ali elektronske poste - telefon pa nima zelo hitrega procesorja
ali veliko pomnilnika.

* Vpis v socialno omreZje: omrezni strezniki uporabljajo nase vpisne
podatke za vpogled v nas racun. Najvecja socialna omreZja imajo
stotine miljonov aktivnih uporabnikov.

* Spletno iskanje: iskalniki uporabljajo podatkovne strukture za is-
kanje spletnih strani, ki vsebujejo nase iskalne pojme. V internetu
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je ve¢ kot 8.5 miljard spletnih strani, kjer vsaka vsebuje veliko po-
tencialnih iskalnih pojmov, zato iskanje ni preprosto.

* Stevilke za klice v sili (112, 113): omreZje za storitve klicev v sili
poisce naso telefonsko Stevilko v podatkovni strukturi, da lahko
gasilna, resevalna in policijska vozila poslje na kraj nesrece brez
zamud. To je pomembno, saj oseba, ki kli¢e mogoce ni zmozna za-
gotoviti pravilnega naslova in zamuda lahko pomeni razliko med
Zivljenjem in smrtjo.

1.1 Zahteva po ucinkovitosti

V tem poglavju bomo pogledali operacije najbolj pogosto uporabljenih
podatkovnih struktur. Vsak z vsaj malo programerskega znanja bo videl,
da so te operacije lahke za implementacijo. Podatke lahko shranimo v
polje ali povezan seznam, vsaka operacija pa je lahko implementirana s
sprehodom cez polje ali povezan seznam in morebitnim dodajanjem ali
brisanjem elementa.

Tak$na implementacija je preprosta vendar ni uc¢inkovita. Ali je to
sploh pomembno? Rac¢unalniki postajajo vse hitrejsi, zato je mogoce taksna
implementacija dovolj dobra. Za odgovor naredimo nekaj izra¢unov.

Stevilo operacij: predstavljajte si program z zmerno velikim naborom
podatkov, recimo enim milijonom (10°) elementov. V vedini programov
je logi¢no sklepati, da bo program pregledal vsak element vsaj enkrat. To
pomeni, da lahko pri¢akujemo vsaj milijon (10°) iskanj. Ce vsako od teh
106 iskan;j pregleda vsakega od 10° elementov je to skupaj 10°x10°® = 10'?
(tiso¢ milijard) iskanj.

Procesorske hitrosti: v ¢asu pisanja celo zelo hiter namizni ra¢unalnik
ne more opraviti ve¢ kot milijardo (10°) operacij na sekundo. ! To po-
meni, da bo ta program porabil najmanj 10!2/10° = 1000 sekund ali na
grobo 16 minut in 40 sekund. Sestnajst minut je v ra¢unalniskem ¢asu

IRa¢unalniske hitrosti se merijo v nekaj gigaherzih (milijarda ciklov na sekundo), kjer
vsaka operacija zahteva nekaj ciklov.



ogromno, ¢loveku pa bo to pomenilo veliko manj (sploh ¢e si vzame od-
mor).

Vedji nabori podatkov: predstavljajte si podjetje kot je Google, , ki upra-
vlja z ve¢ kot 8.5 miljard spletnimi stranmi. Po nasih izra¢unih bi kakr$nakoli
poizvedba med temi podatki trajala najmanj 8.5 sekund. Vendar vemo,

da ni tako. Spletna iskanja se izvedejo veliko hitreje kot v 8.5 sekundah,
hkrati pa opravljajo veliko zahtevnejse poizvedbe kot samo iskanje ali je
dolo¢ena stran na seznamu ali ne. V ¢asu nasega pisanja Google prejme
najmanj 4,500 poizvedb na sekundo kar pomeni, da bi zahtevalo najmanj
4,500 x 8.5 = 38,250 zelo hitrih streznikov samo za vzdrzZevanje.

Resitev: ti primeri nam povedo, da preproste implementacije podatkov-
nih struktur ne delujejo ko sta tako $tevilo elementov, n, v podatkovni
strukturi kot tudi Stevilo operacij, m, opravljenih na podatkovni struk-
turi, velika. V takih primerih je ¢as (merjen v korakih) na grobo n x m.

Resitev je premis$ljena organizacija podatkov v podatkovni strukturi
tako, da vsaka operacija ne zahteva poizvedbe po vsakem elementu. Ceprav
se slisi nemogoce bomo spoznali podatkovne strukture, kjer iskanje zah-
teva primerjavo samo dveh elementov v povpredju, neodvisno od $tevila
elementov v podatkovni strukturi. V nasem rac¢unalniku, ki opravi mili-
jardo operacij na sekundo, zahteva iskanje v podatkovni strukturi, ki vse-
buje milijardo elementov (ali ve¢ milijard), samo 0.000000002 sekund.

Pogledali bomo tudi implementacije podatkovnih struktur, ki hranijo
elemente v vrstnem redu, kjer Stevilo poizvedenih elementov med ope-
racijo raste zelo pocasi v odvisnosti od $tevila elementov v podatkovni
strukturi. Na primer, lahko vzdrZujemo sortiran niz milijarde elemen-
tov, med poizvedbo do najve¢ 60 elementov med katerokoli operacijo. V
nasem racunalniku, ki opravi milijardo operacij na sekundo, zahteva iz-
vajanje vsake izmed njih samo 0.00000006 sekund.

Preostanek tega poglavja vsebuje kratek pregled osnovnih pojmov,
uporabljenih skozi celotno knjigo. Section ?? opisuje vmesnike, ki so im-
plementirani z vsemi podatkovnimi strukturami opisanimi v tej knjigi in
je smatran kot obvezno branje. Ostala poglavja so:

* pregled matemati¢nega dela, ki vkljuc¢uje eksponente, logaritme, fa-
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kultete, asimptoti¢no (veliki O) notacijo, verjetnost in naklju¢nost;
¢ racunski model;
* pravilnost, ¢asovna zahtevnost in prostorska zahtevnost;
* pregled ostalih poglavij;
» vzor¢ne kode in navodila za pisanje.

Bralec z ali brez podlage na tem podrocju lahko poglavja za zdaj eno-
stavno preskoci in se vrne pozneje, ¢e bo potrebno.

1.2 Vmesniki

Pri razpravi o podatkovnih strukturah je pomembno poznati razliko med
vmesnikom podatkovne strukture in njegovo implementacijo. Vmesnik
opisuje kaj podatkovna struktura po¢ne, medtem ko implementacija opi-
suje kako to pocne.

Vmesnik, v¢asih imenovan tudi abstrakten podatkovni tip, definira mnoZico
operacij, ki so podprte s strani podatkovne strukture in semantiko ozi-
roma pomenom teh operacij. Vmesnik nam ne pove ni¢ o tem, kako po-
datkovna struktura implementira te operacije. Pove nam samo, katere
operacije so podprte, vklju¢no s specifikacijami o vrstah argumentov, ki
jih vsaka operacija sprejme in vrednostmi, ki jih operacije vracajo.

Implementacija podatkovne strukture, po drugi strani, vsebuje notra-
njo predstavitev podatkovne strukture, vklju¢no z definicijami algorit-
mov, ki implementirajo operacije, podprte s strani podatkovne strukture.
Zato imamo lahko veliko implementacij enega samega vmesnika. Na pri-
mer v Chapter 2 bomo videli implementacije vmesnika seznama z upo-
rabo polj in v Chapter 3 bomo videli implementacije vmesnikov seznama
z uporabo podatkovnih struktur, katere uporabljajo kazalce. Obe imple-
mentirajo isti vmesnik, seznam, vendar na drugacen nacin.

1.2.1 Vmesniki Queue, Stack, in Deque

Vmesnik Queue predstavlja zbirko elementov med katere lahko dodamo
ali izbriSemo naslednji element. Bolj natan¢no, operaceije podprte z vme-
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add(x)/enqueue(x) remove()/dequeue()

Slika 1.1: FIFO vrsta.

Slika 1.2: Vrsta s prednostjo.

remove()/deleteMin()

snikom queue so
* add(x): dodaj vrednost x vrsti

* remove(): izbrisi naslednjo (prej dodano) vrednost, y, iz vrste in
vrni y

Opazimo lahko da metoda remove() ne sprejme nobenega argumenta. Im-
plementacija vrste odloca kateri element bo izbrisan iz vrste. Poznamo
veliko implementacij vrste, najbolj pogoste pa so FIFO, LIFO in vrste s
prednostjo. FIFO (first-in-first-out) vrsta, ki je narisana v Figure 1.1, od-
strani elemente v enakem vrstnem redu kot so bili dodani, enako kot vr-
sta deluje, ko stojimo v vrsti za na blagajno v trgovini. To je najbolj po-
gosta implementaicija vrste, zato je kvalifikant FIFO pogosto izpuscen.
V drugih besedilih se add(x) in remove() operacije na vrsti FIFO pogosto
imenujejo enqueue(x) oziroma dequeue(x)

Vrste s prednostjo, prikazane na Figure 1.2, vedno odstranijo najmanjsi
element iz vrste. To je podobno sistemu sprejema bolnikov v bolnicah.
Ob prihodu zdravniki ocenijo poskodbo/bolezen bolnika in ga napotijo
v ¢akalno sobo. Ko je zdravnik na voljo, prvo zdravi bolnika z najbolj
smrtno nevarno poskodbo/boleznijo. V drugih besedilih je remove() ope-
racija na vrsti s prednostjo ponavadi imenovana deleteMin().
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add(x)/push(x)

I R N R

remove()/ pop()

Slika 1.3: sklad.

Zelo pogosta implementacija vrste je LIFO (last-in-first-out) prikazana
na Figure 1.3. Na LIFO vrsti je izbrisan nazadnje dodan element. To je
najbolje prikazano s kupom kroznikov. Krozniki so postavljeni na vrh
kupa, prav tako so odstranjeni iz vrha kupa. Ta struktura je tako pogosta,
da je dobila svoje ime: sklad. Pogosto ko govorimo o skladu, so imena
add(x) in remove() spremenjena v push(x) in pop(). S tem se izognemo
zamenjavi implementacij vrst LIFO in FIFO.

Deque je generalizacija FIFO vrste in LIFO vrste (sklad). Deque
predstavlja sekvenco elementov z zacetkom in koncem. Elementi so lahko
dodani na zacetek ali pa na konec. Imena deque so samoumevna: addFirst(x),
removeFirst(), addLast(x) in removelast(). Sklad je lahko implemen-
tiran samo z uporabo addFirst(x) in removeFirst(), medtem ko FIFO
vrsta je lahko implementirana z uporabo addLast(x) in removeFirst().

1.2.2 Vmesnik seznama: linearne sekvence

Ta knjiga govori zelo malo o FIFO vrsti, skladu ali deque vmesnikih, ker
so vmesniki vklju¢eni z vmesnikom seznama. Vmesnik seznama vkljucuje
naslednje operacije:

1. size(): vrne n, dolZino seznama
2. get(i): vrne vrednost x;
3. set(i,x): nastavi vrednost x; na x

4. add(i, x): doda x na mesto i, izrine x;,..., Xp_1;
Nastavi xj,1 = xj, za vse j € {n—1,...,1i}, poveca n, in nastavi x; = x



n
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Slika 1.4: Seznam predstavlja sekvenco indeksov 0,1,2,...,n—1. V tem seznamu,
bi klic get(2) vrnil vrednost c.

5. remove(i):izbrise vrednost x;, izrine X, 1,...,X,-1;
Nastavi x; = xj,1,za vse j € {i,...,n—2}in zniZa n

Opazimo lahko da te operacije enostavno lahko implementirajo deque
vmesnik:

addFirst(x) = add(0,x)
removeFirst() = remove(0)
addLast(x) = add(size(),x)
removelLast() = remove(size()—1)

Ceprav ne bomo razpravljali o vmesnikih sklada, deque in FIFO vrste
v podpoglavjih, sta izraza sklad in deque v¢asih uporabljena kot imeni
podatkovnih struktur, ki implementirajo vmesnik seznama. V tem pri-
meru Zelimo poudariti, da lahko te podatkovne strukture uporabimo za
implementacijo vmesnika sklada in deque zelo efektivno. Na primer,
ArrayDeque razred je implementacija vmesnika seznama, ki implemen-
tira vse deque operacije v konstantnem ¢asu na operacijo.

1.2.3 Vmesnik USet: Neurejena mnozica

USet vmesnik predstavlja neurejen set edinstvenih elementov, ki posne-
majo matematicni set. USet vsebuje n razli¢nih elementov; noben element
se ne pojavi ve¢ kot enkrat; elementi niso v nobenem dolo¢enem zapo-
redju. USet podpira naslednje operacije:

1. size(): vrne stevilo, n, elementov v setu

2. add(x): doda element x v set, Ce ta Ze ni prisoten;
Dodaj x setu, ¢e ne obstaja tak element y v setu, da velja da je x enak
y. Vrni true, Ce je bil x dodan v set, drugace false.
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3. remove(x): odstrani x iz seta;
Najdi element y v setu, da velja da je x enak y in odstrani y. Vrni y
ali null, ¢e tak element ne obstaja.

4. find(x): najde x v setu, Ce obstaja;
Najdi element y v setu, da velja da je y enak x. Vrni y ali null, ¢e
tak element ne obstaja.

Te definicije se razlikujejo za razpoznavni element x, element, ki ga
bomo odstranili ali nasli, od elementa y, element, ki ga bomo verjetno
odstranili ali nasli. To je zato, ker sta x in y lahko razli¢na objekta, ki sta
lahko tretirana kot enaka. . Tako razlikovanje je uporabno, ker dovoljuje
kreiranje imenikov ali map, ki preslika kljuce v vrednosti.

Da naredimo imenik, eden tvori skupino objektov imenovanih pari,
kateri vsebujejo klju¢ in a vrednost. Dva para sta si enakovredna, ¢e so
njuni kljuéi enaki. Ce spravimo nek par (k,v) v USet in kasneje klicemo
find(x) metodo z uporabo para x = (k,null) bi rezultat bil y = (k,v).
Z drugimi besedami povedano, mozno je dobiti vrednost v, ¢e podamo
samo klju¢ k.

1.2.4 Vmesnik SSet: Urejena mnozica

Vmesnik SSet predstavlja urejen set elementov. SSet hrani elemente v
nekem zaporedju, tako da sta lahko katera koli elementa x in y primer-
jana med sabo. V primeru bo to storjeno z metodo imenovano compare(x, y)
v kateri
<0 ifx<y
compare(x,y)s >0 if x>y
=0 ifx=y

SSet podpira size(), add(x) in remove(x) metode z to¢no enako se-
mantiko kot vmesnik USet. Razlika med USet in SSet je v metodi find(x):

4. find(x): locira x v urejenem setu;
Najde najmanjsi element y v setu, da velja y > x. Vrne y ali null ce
tak element ne obstaja.



Taka verzija metode find(x)je imenovana iskanje naslednika. Temeljno
se razlikuje od USet.find(x), saj vrne smiselen rezultat, tudi ¢e v setu ni
elementa, ki je enak x.

Razlika med USet in SSet find(x) operacijo je zelo pomembna in ve-
likokrat prezrta. Dodatna funkcijonalnost priskrbljena s strani SSet po-
navadi pride s ceno, da metoda porabi ve¢ ¢asa za iskanje in vecjo kom-
pleknostjo kode. Na primer, ve¢ina implementacij SSet omenjenih v tej
knjigi imajo find(x) operacije, ki potrebujejo logaritmic¢en ¢as glede na
velikost podatkov. Na drugi strani ima implementacija USet kot Chained-
HashTable v Chapter 5 find(x) operacijo, ki potrebuje konstanten pricakovani
¢as. Ko izbiramo katero od teh struktur bomo uporabili, bi vedno morali
uporabiti USet, razen ¢e je dodatna funkcionalnost, ki jo ponudi SSet,
nujna.

1.3 Matemati¢no ozdaje

V tem poglavju so opisane nekatere matemati¢ne notacije in orodja, ki so
uporabljena v knjigi, vklju¢no z logaritmi, veliko-O notacijo in verjetno-
stno teorijo. Opis ne bo natancen in ni misljen kot uvod. Vsi bralci, ki
mislijo da jim manjka osnovno znanje, si ve¢ lahko preberejo in naredijo
nekaj nalog iz ustreznih poglavji zelo dobre in zastonj knjige o znanosti
iz matematike in ra¢unalnistva [?].

1.3.1 Eksponentiin Logaritmi

Izraz b* oznatuje $tevilo b na potenco x. Ce je x pozitivno celo stevilo,
potem je to samo Stevilo b pomnoZeno samo s seboj x — 1 krat:

b*=bxbx---xb .
————
X

Ko je x negativno celo $tevilo, je b* =1/b™*. Koje x =0, b* = 1. Ko b ni
celo stevilo, Se vedno lahko definiramo potenciranje v smislu eksponen-
tne funkcije e* (glej spodaj), ki je definirana v smislu eksponentne serije,
vendar jo je najboljse prepustiti racunskemu besedilu.



Uvod

V tej knjigi se izraz log, k oznacuje logaritem z osnovo-b od k. To je
edinstvena vrednost x za katero velja

b=k .

Vecina logaritmov v tej knjigi ima osnovo 2 (binarni logaritmi).

Za te logaritme izpustimo osnovo, tako je logk skrajsan izraz za log, k.

Neformalen ampak uporaben nacin je, da mislimo na log k kot stevilo,
koliko krat moramo deliti k z b, preden bo rezultat manjsi ali enak 1. Na
primer, ko izvedemo binarno iskanje, vsaka primerjava zmanjsa stevilo
moznih odgovorov za faktor 2. To se ponavlja, dokler nam ne preostane
samo en mozen odgovor. Zato je $tevilo primerjav pri binarnem iskanju
nad najve¢ n + 1 podatki enako najvec [log,(n+1)].

V knjigi se veckrat pojavi tudi naravni logaritem. Pri naravnem loga-
ritmu uporabimo notacijo Ink, ki oznacuje log,k, kjer je e — Eulerjeva
konstanta — podan na naslednji nacin:

1 n
e= lim (1+—) ~2.71828 .
n

n—o0

Naravni logaritem pride v postev pogosto, ker je vrednost zelo pogo-
stega integrala:

—Lk 1/xdx =Ink .
Dve najbolj pogosti operaciji, ki jih naredimo nad logaritmi sta, da jih
umaknemo iz eksponenta:
plogyk _ &
in zamenjamo osnovo logaritma:

log, k
log, b

a

logh k=

Na primer, te dve operaciji lahko uporabimo za primerjavo naravnih
in binarnin logaritmov.
logk  logk

Ink = loge ~ (Ine)/(In2) = (In2)(logk) =~ 0.693147logk .
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1.3.2 Fakulteta

V enem ali dveh delih knjige je uporabljena fakulteta. Za nenegativna
cela stevila # je uporabljena notacija n! (izgovorjena kot “n fakulteta”) in
pomeni naslednje:

Fakulteta se pojavi, ker je n! stevilo razli¢nih permutacij, naprimer zapo-
redja n razli¢nih elementov.
Za poseben primer n = 0, je 0! definiran kot 1.

Vrednost #! je lahko priblizno dolo¢ena z uporabo Stirlingovega pri-
blizka:

n
n!:VZTm(E) et
e

kjer je
! <a(n) < !
2nel S 12

Stirlingov priblizek prav tako pribliZno doloca In(n!):

In(n!)=nlnn-n+ %ln(Znn) + a(n)

(V bistvu je Stirlingov priblizek najlazje dokazan z pribliZevanjem In(n!) =
In1+In2+---+Inn z integralom Lnlnndn =nlnn-n+1.)

V relaciji s fakultetami so binomski koeficienti. Za nenegativna cela
Stevila n in cela $tevila K € {0,..., 1}, notacija () oznatuje:

n\ _ n!
(k)_ k'(n—k)! -~

Binomski koeficient (}) (izgovorjeno kot “n izbere k”) steje, koliko pod-
mnozic elementa n ima velikost k, npr. Stevilo razli¢nih mozZnosti pri
izbiranju k razli¢nih celih Stevil iz seta {1,...,n}.

1.3.3 Asimptoti¢na Notacija

Ko v knjigi analiziramo podatkovne strukture, Zelimo govoriti o ¢asovnem
poteku razli¢nih operacij. Tocen ¢as se bo seveda razlikoval od ra¢unalnika
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Uvod

do ra¢unalnika, pa tudi od izvedbe do izvedbe na dolo¢enem ra¢unalniku.

Ko govorimo o ¢asovni zahtevnosti operacije, se nanasamo na stevilo instrukcij
opravljenih za dolo¢eno operacijo. Tudi za enostavno kodo je lahko to
Stevilo tezko za natancno dolo¢iti. Zato bomo namesto analiziranja na-
tan¢nega Casovnega poteka uporabljali tako imenovano veliko-O notacijo:

Za funkcijo f(n), O(f(n)) dolo¢i set funkciji

g(n) : obstaja tak ¢ > 0, in n( da velja
g(n)<c-f(n)zavsen=>ng ‘

O(f(n)) ={

Grafi¢no misljeno ta set sestavljajo funkcije g(n), kjer ¢ - f(n) za¢ne pre-
vladovati nad g(n) ko je n dovolj velik.

Po navadi uporabimo asimptoti¢no notacijo za poenostavitev funkcij.
Npr. na mesto 5nlog n+8n-200 lahko zapisemo O(nlogn). To je dokazano
na naslednji nacin:

5nlogn+8n—200 < 5nlogn+8n
<5nlogn+8nlogn zan>2(zatodalogn>1)

<13nlogn .

To dokazuja da je funkcija f(n) = 5nlogn+8n-200 v mnozici O(nlogn)
z uporabo konstant ¢ =13 in ny = 2.
Pri uporabi asimptoti¢ne notacije poznamo veliko bliZnjic. Prva:

O(n‘1) c O(n?) ,
za vsak ¢; < ¢;. Druga: Za katerokoli konstanto a4,b,¢ > 0,
O(a) c O(logn) c O(n”) c O(c") .

Te relacije so lahko pomnoZene s katerokoli pozitivno vrednostjo, brez da
bi se spremenile. Npr. ¢e pomnoZimo z #n, dobimo:

O(n) c O(nlogn) c O(n'*?) c O(nc") .

Z nadaljevanjem dolge in ugledne tradicije bomo zapisali f; (1) = O(f(n)),
medtem ko Zelimo izraziti f;(n) € O(f(n)). Uporabili bomo tudi izjave kot
so “Casovna zahtevnost te operacije je O(f(n))”, vendar pa bi izjava mo-
rala biti napisana “Casovna zahtevnost te operacije je element O(f (n)).” Te
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kraj$njice se uporabljajo zgolj za to, da se izognemu nerodnemu jeziku in
da lazje uporabimo asimptoti¢no notacijo v besedilu ena¢b. Nenavaden
primer tega se pojavi, ko napiSemo izjavo:

T(n)=2logn+0O(1) .
Bolj pravilno napisano kot
T(n) < 2logn+[¢lan O(1)] .

Izraz O(1) predstavi nov problem. Ker v tem izrazu ni nobene spremen-
ljivke, ni ¢isto jasno katera spremeljivka se samovoljno povecuje. Brez
konteksta ne moremo vedeti. V zgornjem primeru, kjer je edina spremelj-
nivka n, lahko predpostavimo, da bi se izraz moral prebrati kot T(n) =
2logn+ O(f(n)), kjer f(n)=1.

Velika-O notacija ni nova ali edinstvena v ra¢unalnigki znanosti. Ze
leta 1894 jo je uporabljal stevil¢ni teoretik Paul Bachmann, saj je bila ne-
izmerno uporabna za opis ¢asovne zahtevnosti ra¢unalniskih algoritmov.

Ce upostevamo naslednji del kode:

Simple

void snippet() {
for (int i = 0; i < n; i++)
al[i] = i;

Ena izvedba te metode vkljucuje
* 1 dodelitev (inti = 0),
* n+ 1 primerjav (i <n),
* n povecav (i++),
* nizra¢un odmikov v polju (a[i]),
* n posrednih dodelitev (a[i] = i).
Zato lahko napisemo ¢asovno zahtevnost kot

T(n)=a+b(n+1)+cn+dn+en ,

13
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kjer so a, b, ¢, d, in e konstante, ki so odvisne od naprave, ki izvaja kodo
in predstavlja Cas, v katerem se zaporedno izvedejo dodelitve, primerjave,
povecevalne operacije, izra¢uni odmikov v poljih in posredne dodelitve.
Ce pa izraz predstavlja ¢asovno zahtevnost dveh vrstic kode, potem se
taka analiza ne more ujemati z zapleteno kodo ali algoritmi. Casovno
zahtevnost lahko poenostavimo z uporabo velike-O notacije, tako dobimo

Tak zapis je veliko bolj kompakten in nam hkrati da veliko informacij.
To, da je ¢asovna zahtevnost v zgornjem primeru odvisna od konstante
a, b, ¢, d, in e, pomeni, da v sploSnem ne bo mogoce primerjati dveh
Casov izvedbe, da bi razlocili kateri je hitrejsi, brez da bi vedeli vrednosti
konstant. Tudi ¢e uspemo doloc¢iti te konstante (npr. z casovnimi testi),
bi nasa ugotovitev veljala samo za napravo na kateri smo izvajali teste.

Velika-O notacija daje smisel analiziranju zapletenih funkcij pri visjih
stopnjah. Ce imata dva algoritma enako veliko-O &asovno izvedbo, po-
tem ne moremo to¢no vedeti, kateri je hitrejsi in ni olitnega zmagovalca.
En algoritem je lahko hitrej$i na eni napravi, drugi pa na drugi napravi.
Ce imata dva algoritma dokazljivo razli¢no veliki-O ¢asovni izvedbi, po-
tem smo lahko prepricani, da bo algoritem z manj$o ¢asovno zahtevnostjo
hitrejsi pri dovolj velikih vrednostih n.

Kako lahko primerjamo veliko-O notacijo dveh razli¢nih funkcij pri-
kazuje Figure 1.5, ki primerja stopnjo rasti f;(n) = 15n proti f,(n) = 2nlogn.
Npr., daje fi(n) ¢asovna zahtevnost zapletenega linearnega ¢asovnega al-
goritma in je f,(n) ¢asovna zahtevnost bistveno preprostejSega algoritma,
ki temelji na vzorcu deli in vladaj. Iz tega je razvidno, da ¢eprav je fi(n)
vedji od f,(n) pri manjsih vrednostih n, velja nasprotno za velike vredno-
sti n. Po dolo¢enem ¢asu bo f;(n) zmagal zaradi stalne povecave Sirine
marze. Analize, ki uporabljajo veliko-O notacijo, kaZejo da se bo to zgo-
dilo, ker je O(n) € O(nlogn).

V nekaterih primerih bomo uporabili asimptoti¢no notacijo na funk-
cijah z ve¢ kot eno spremenljivko. Predpisan ni noben standard, ampak
za na$ namen je naslednja definicija zadovoljiva:
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g(ny,...,ny) : obstaja ¢ > 0, in z da velja

O(f(ny,...,ng)) = g(ny,...,ng) <c- f(ny,...,ng)
za vse Hy,...,ny da velja g(ny,...,ng) >z

Ta definicija zajema poloZaj, ki nas zanima, ko g prevzame visje vrednosti
zaradi argumenta ny,...,n. Ta definicija se sklada z univarijatno defini-
cijo O(f(n)), ko je f(n) naras¢ujoca funkcija n. Bralci naj bodo pozorni, da
je lahko v drugih besedilih uporabljena asimptoti¢na notacija drugace.

1.3.4 Naklju¢nost in verjetnost

Nekatere podatkovne strukture predstavljene v knjigi so nakljucne; odlo¢ajo
se naklju¢no in neodvisno od podatkov, ki so spravljeni v njih in od opra-
cij, ki se izvajajo nad njimi. Zaradi tega, se lahko casi izvajanja razluku-
jejo med seboj, kljub temu, da uporabimo enako zaporedje operacij nad
strukturo. Ko analiziramo podatkovne strukture, nas zanima povpredje
oziroma pri¢akovan ¢as poteka.

Formalno je ¢as poteka operacije na naklju¢ni podatkovni strukturi
je naklju¢na spremenljivka, Zelimo pa preucevati njeno pricakovano vre-
dnost.

Za diskretno naklju¢no spremenljivko X, ki zavzame vrednosti neke
univerzalne mnoZice U, je pricakovana vrednost X oznacena z E[X] po-
dana z enac¢bo

E[X] = Zx~Pr{X =x} .

xeU
Tukaj Pr{€} oznacuje verjetnost, da se pojavi dogodek £. V vseh pri-
merih v knjigi so te verjetnosti v spostovanju z naklju¢nimi odlo¢itvami
narejenimi s strani podatkovnih struktur. Ne moremo sklepati, da so na-
klju¢ni podatki, ki so shranjeni v strukturi, niti sekvence operacij izve-
dene na podatkovni strukturi.
Ena pomembnejsih lastnosti pricakovane verjetnosti je linearnost pricakovanja.

Za katerekoli dve naklju¢ne spremenljivke X in Y,

E[X + Y] =E[X]+E[Y] .
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Bolj splo$no, za katerokoli naklju¢no spremenljivko Xy,..., X,

k k

=) E[Xi] .

i=1

Linearnost pri¢akovanja nam dovoljuje, da razbijemo zapletene naklju¢ne
spremenljivke(kot leva stran od zgornjih enacb) v vsote enostavnejsih na-
klju¢nih spremenljivk(desna stran).

Uporaben trik, ki ga bomo pogosto uporabljali, je definiranje indi-
katorja naklju¢nih spremenljivk. Te binarne spremenljivke so uporabne,
ko Zelimo nekaj Steti in so najbolje ponazorjene s primerom - vrZzemo
pravicen kovanec k krat in Zelimo vedeti pricakovano stevilo, koliko krat
bo kovanec kazal glavo.

Intuitivno vemo, da je odgovor k/2. Ce pa Zelimo to dokazati z defini-
cijo pricakovane vrednosti, dobimo

k

1l
(=)

To zahteva, da vemo dovolj, da izra¢unamo, da Pr{X =i} = (lf)/Zk in, da
vemo binomske identitete l(lf) = k(kzl) in Zi'(:o (f) =2k,

Z uporabo indikatorskih spremenljivk in linearnostjo pri¢akovanja
so stvari veliko lazje. Za vsak i € {1,...,k} opredelimo indikatorsko na-
klju¢no spremenljivko.

I =

1 ¢eje iti met kovanca glava
0 drugace.

Potem
E[;]=(1/2)1+(1/2)0=1/2 .
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Uvod

Sedaj X = Zf»‘zl I; so

nih magi¢nih identitet ali ra¢unanja kakrsnih koli ne trivijalnih verjetno-
sti. Se boljse, strinja se z intuicijo, da pri¢akujemo polovico kovancev, da
pristanejo na glavi to¢no zato, ker vsak posamezni kovanec pristane na
glavi z verjetnostjo 1/2.

1.4 Model racunanja

V tej knjigi bomo analizirali teoreti¢no ¢asovno zahtevnost operacij na
podatovnih strukturah, ki smo se jih u¢ili. Da bi to natan¢neje preucili,
potrebujemo formalni model ra¢unanja. Uporabljali bomo w-bit besedni-
RAM model. RAM pomeni stroj z naklju¢nim dostopom (Random Access
Machine). V tem modelu imamo dostop do naklju¢nega podatkovnega
pomnilnika sestavljenega iz celic, pri katerih vsaka shranjuje w-bitno be-
sedo. To pomeni, da lahko vsaka pomnilniska celica predstavlja, npr. vsa
tevila od {0,...,2" —1}.

V besedni-RAM modelu porabijo osnovne operacije konstanten cas.
To so aritmeti¢ne operacije (+, —, #, /, %), primerjave (<, >, =, <, >), in
bitwise (vektor bitov) boolean (bitwise - IN, ALI, ekskluzivni ALI .)

V vsako celico lahko pisemo ali beremo v konstantnem ¢asu. Ra¢unalniski
pomnilnik upravlja sistem, preko katerega lahko dodelimo ali ne, po-
mnilnigki blok poljubne velkikosti. Dodelitev pomnilniskega bloka veli-
kosti k porabi O(k) ¢asa in vrne referenco (a pointer) do nazadnje dode-
ljenega pomnilniskega bloka. Ta referenca je dovolj majhna, da je lahko
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predstavljena z eno samo besedo (zavzame prostor) v RAM-u.

Velikost besede w je zelo pomemben parameter v tem modelu. Edina
predpostavka, ki jo bomo dodelili w -ju je spodnja meja w > logn, kjer je n
$tevilo elementov ki so shranjeni v nasi podatkovni strukturi.

Pomnilniski prostor je merjen z besedami, tako, da ko govorimo ko-
liko prostora zavzame podatkovna struktura, se sklicujemo na $tevilo be-
sed, ki jih porabi struktura. Vse nase podatkovne strukture shranjujejo
generi¢no vrednost tipa T, predvidevamo pa, da element tipa T zasede
eno besedo v pomnilniskem prostoru.

w-bit besedni-RAM model je pribliZek modernim namiznim ra¢unalnikom
kojew = 32 aliw = 64. Podatkovne strukture, ki so uporabljene v tej knjigi
ne uporabljajo nobenih specialnih metod, ki ne bi bile implementirane v
C++ in vecino drugih arhitektur.

1.5 Pravilnost, ¢asovna 