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Poglavje 1

Uvod

Vsak rac¢unalniski predmet na svetu vklju¢uje snov o podatkovnih struk-
turah in algoritmih. Podatkovne strukture so tako pomembne; izboljsajo
kvaliteto nasega Zivljenja in celo vsakodnevno resujejo Zivljenja. Veliko
multimiljonskih in nekaj multimiljardnih druzb je bilo ustanovljenih na
osnovi podatkovnih struktur.

Kako je to mozno? Ce dobro pomislimo ugotovimo, da se s podatkov-
nimi strukturami sre¢ujemo povsod.

* Odpiranje datoteke: podatkovne strukture datote¢nega sistema se
uporabljajo za iskanje delov datoteke na disku, kar ni preprosto. Di-
ski vsebujejo stotine miljonov blokov, vsebina datoteke pa je lahko
spravljena v kateremkoli od njih.

* Imenik na telefonu: podatkovna struktura se uporabi za iskanje
telefonske stevilke v imeniku , glede na delno informacijo Se pre-
den kon¢amo z vnosom iskalnega pojma. Nas imenik lahko vsebuje
ogromno informacij - vsi, ki smo jih kadarkoli kontaktirali prek te-
lefona ali elektronske poste - telefon pa nima zelo hitrega procesorja
ali veliko spomina.

* Vpis v socialno omreZje: omrezni strezniki uporabljajo nase vpisne
podatke za vpogled v nas racun. Najvecja socialna omreZja imajo
stotine miljonov aktivnih uporabnikov.

* Spletno iskanje: iskalniki uporabljajo podatkovne strukture za is-
kanje spletnih strani, ki vsebujejo nase iskalne pojme. V internetu
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je ve¢ kot 8.5 miljard spletnih strani, kjer vsaka vsebuje veliko po-
tencialnih iskalnih pojmov, zato iskanje ni preprosto.

* Stevilke za klice v sili (112, 113): omreZje za storitve klicev v sili
poisce naso telefonsko Stevilko v podatkovni strukturi, da lahko
gasilna, resevalna in policijska vozila poslje na kraj nesrece brez
zamud. To je pomembno, saj oseba, ki kli¢e mogoce ni zmozna za-
gotoviti pravilnega naslova in zamuda lahko pomeni razliko med
Zivljenjem in smrtjo.

1.1 Zahteva po ucinkovitosti

V tem poglavju bomo pogledali operacije najbolj pogosto uporabljenih
podatkovnih struktur. Vsak z vsaj malo programerskega znanja bo videl,
da so te operacije lahke za implementacijo. Podatke lahko shranimo v
polje ali povezan seznam, vsaka operacija pa je lahko implementirana s
sprehodom cez polje ali povezan seznam in morebitnim dodajanjem ali
brisanjem elementa.

Tak$na implementacija je preprosta vendar ni uc¢inkovita. Ali je to
sploh pomembno? Rac¢unalniki postajajo vse hitrejsi, zato je mogoce taksna
implementacija dovolj dobra. Za odgovor naredimo nekaj izra¢unov.

Stevilo operacij: predstavljajte si program z zmerno velikim naborom
podatkov, recimo enim milijonom (10°) elementov. V vedini programov
je logi¢no sklepati, da bo program pregledal vsak element vsaj enkrat. To
pomeni, da lahko pri¢akujemo vsaj milijon (10°) iskanj. Ce vsako od teh
106 iskan;j pregleda vsakega od 10° elementov je to skupaj 10°x10°® = 10'?
(tiso¢ milijard) iskanj.

Procesorske hitrosti: v ¢asu pisanja celo zelo hiter namizni ra¢unalnik
ne more opraviti ve¢ kot milijardo (10°) operacij na sekundo. ! To po-
meni, da bo ta program porabil najmanj 10!2/10° = 1000 sekund ali na
grobo 16 minut in 40 sekund. Sestnajst minut je v ra¢unalniskem ¢asu

IRa¢unalniske hitrosti se merijo v nekaj gigaherzih (milijarda ciklov na sekundo), kjer
vsaka operacija zahteva nekaj ciklov.



ogromno, ¢loveku pa bo to pomenilo veliko manj (sploh ¢e si vzame od-
mor).

Vedji nabori podatkov: predstavljajte si podjetje kot je Google, , ki upra-
vlja z ve¢ kot 8.5 miljard spletnimi stranmi. Po nasih izra¢unih bi kakr$nakoli
poizvedba med temi podatki trajala najmanj 8.5 sekund. Vendar vemo,

da ni tako. Spletna iskanja se izvedejo veliko hitreje kot v 8.5 sekundah,
hkrati pa opravljajo veliko zahtevnejse poizvedbe kot samo iskanje ali je
dolo¢ena stran na seznamu ali ne. V ¢asu nasega pisanja Google prejme
najmanj 4,500 poizvedb na sekundo kar pomeni, da bi zahtevalo najmanj
4,500 x 8.5 = 38,250 zelo hitrih streznikov samo za vzdrzZevanje.

Resitev: ti primeri nam povedo, da preproste implementacije podatkov-
nih struktur ne delujejo ko sta tako $tevilo elementov, n, v podatkovni
strukturi kot tudi Stevilo operacij, m, opravljenih na podatkovni struk-
turi, velika. V takih primerih je ¢as (merjen v korakih) na grobo n x m.

Resitev je premis$ljena organizacija podatkov v podatkovni strukturi
tako, da vsaka operacija ne zahteva poizvedbe po vsakem elementu. Ceprav
se slisi nemogoce bomo spoznali podatkovne strukture, kjer iskanje zah-
teva primerjavo samo dveh elementov v povpredju, neodvisno od $tevila
elementov v podatkovni strukturi. V nasem rac¢unalniku, ki opravi mili-
jardo operacij na sekundo, zahteva iskanje v podatkovni strukturi, ki vse-
buje milijardo elementov (ali ve¢ milijard), samo 0.000000002 sekund.

Pogledali bomo tudi implementacije podatkovnih struktur, ki hranijo
elemente v vrstnem redu, kjer Stevilo poizvedenih elementov med ope-
racijo raste zelo pocasi v odvisnosti od $tevila elementov v podatkovni
strukturi. Na primer, lahko vzdrZujemo sortiran niz milijarde elemen-
tov, med poizvedbo do najve¢ 60 elementov med katerokoli operacijo. V
nasem racunalniku, ki opravi milijardo operacij na sekundo, zahteva iz-
vajanje vsake izmed njih samo 0.00000006 sekund.

Preostanek tega poglavja vsebuje kratek pregled osnovnih pojmov,
uporabljenih skozi celotno knjigo. Section ?? opisuje vmesnike, ki so im-
plementirani z vsemi podatkovnimi strukturami opisanimi v tej knjigi in
je smatran kot obvezno branje. Ostala poglavja so:

* pregled matemati¢nega dela, ki vkljuc¢uje eksponente, logaritme, fa-
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kultete, asimptoti¢no (veliki O) notacijo, verjetnost in naklju¢nost;
¢ racunski model;
* pravilnost, ¢asovna zahtevnost in prostorska zahtevnost;
* pregled ostalih poglavij;
» vzor¢ne kode in navodila za pisanje.

Bralec z ali brez podlage na tem podrocju lahko poglavja za zdaj eno-
stavno preskoci in se vrne pozneje, ¢e bo potrebno.

1.2 Vmesniki

Pri razpravi o podatkovnih strukturah je pomembno poznati razliko med
vmesnikom podatkovne strukture in njegovo implementacijo. Vmesnik
opisuje kaj podatkovna struktura po¢ne, medtem ko implementacija opi-
suje kako to pocne.

Vmesnik, v¢asih imenovan tudi abstrakten podatkovni tip, definira mnoZico
operacij, ki so podprte s strani podatkovne strukture in semantiko ozi-
roma pomenom teh operacij. Vmesnik nam ne pove ni¢ o tem, kako po-
datkovna struktura implementira te operacije. Pove nam samo, katere
operacije so podprte, vklju¢no s specifikacijami o vrstah argumentov, ki
jih vsaka operacija sprejme in vrednostmi, ki jih operacije vracajo.

Implementacija podatkovne strukture, po drugi strani, vsebuje notra-
njo predstavitev podatkovne strukture, vklju¢no z definicijami algorit-
mov, ki implementirajo operacije, podprte s strani podatkovne strukture.
Zato imamo lahko veliko implementacij enega samega vmesnika. Na pri-
mer v Chapter 2 bomo videli implementacije vmesnika seznama z upo-
rabo polj in v Chapter 3 bomo videli implementacije vmesnikov seznama
z uporabo podatkovnih struktur, katere uporabljajo kazalce. Obe imple-
mentirajo isti vmesnik, seznam, vendar na drugacen nacin.

1.2.1 Vmesniki Queue, Stack, in Deque

Vmesnik Queue predstavlja zbirko elementov med katere lahko dodamo
ali izbriSemo naslednji element. Bolj natan¢no, operaceije podprte z vme-
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add(x)/enqueue(x) remove()/dequeue()

Slika 1.1: FIFO vrsta.

Slika 1.2: Vrsta s prednostjo.

remove()/deleteMin()

snikom queue so
* add(x): dodaj vrednost x vrsti

* remove(): izbrisi naslednjo (prej dodano) vrednost, y, iz vrste in
vrni y

Opazimo lahko da metoda remove() ne sprejme nobenega argumenta. Im-
plementacija vrste odloca kateri element bo izbrisan iz vrste. Poznamo
veliko implementacij vrste, najbolj pogoste pa so FIFO, LIFO in vrste s
prednostjo. FIFO (first-in-first-out) vrsta, ki je narisana v Figure 1.1, od-
strani elemente v enakem vrstnem redu kot so bili dodani, enako kot vr-
sta deluje, ko stojimo v vrsti za na blagajno v trgovini. To je najbolj po-
gosta implementaicija vrste, zato je kvalifikant FIFO pogosto izpuscen.
V drugih besedilih se add(x) in remove() operacije na vrsti FIFO pogosto
imenujejo enqueue(x) oziroma dequeue(x)

Vrste s prednostjo, prikazane na Figure 1.2, vedno odstranijo najmanjsi
element iz vrste. To je podobno sistemu sprejema bolnikov v bolnicah.
Ob prihodu zdravniki ocenijo poskodbo/bolezen bolnika in ga napotijo
v ¢akalno sobo. Ko je zdravnik na voljo, prvo zdravi bolnika z najbolj
smrtno nevarno poskodbo/boleznijo. V drugih besedilih je remove() ope-
racija na vrsti s prednostjo ponavadi imenovana deleteMin().
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add(x)/push(x)

I R N R

remove()/ pop()

Slika 1.3: sklad.

Zelo pogosta implementacija vrste je LIFO (last-in-first-out) prikazana
na Figure 1.3. Na LIFO vrsti je izbrisan nazadnje dodan element. To je
najbolje prikazano s kupom kroznikov. Krozniki so postavljeni na vrh
kupa, prav tako so odstranjeni iz vrha kupa. Ta struktura je tako pogosta,
da je dobila svoje ime: sklad. Pogosto ko govorimo o skladu, so imena
add(x) in remove() spremenjena v push(x) in pop(). S tem se izognemo
zamenjavi implementacij vrst LIFO in FIFO.

Deque je generalizacija FIFO vrste in LIFO vrste (sklad). Deque
predstavlja sekvenco elementov z zacetkom in koncem. Elementi so lahko
dodani na zacetek ali pa na konec. Imena deque so samoumevna: addFirst(x),
removeFirst(), addLast(x) in removelast(). Sklad je lahko implemen-
tiran samo z uporabo addFirst(x) in removeFirst(), medtem ko FIFO
vrsta je lahko implementirana z uporabo addLast(x) in removeFirst().

1.2.2 Vmesnik seznama: linearne sekvence

Ta knjiga govori zelo malo o FIFO vrsti, skladu ali deque vmesnikih, ker
so vmesniki vklju¢eni z vmesnikom seznama. Vmesnik seznama vkljucuje
naslednje operacije:

1. size(): vrne n, dolZino seznama
2. get(i): vrne vrednost x;
3. set(i,x): nastavi vrednost x; na x

4. add(i, x): doda x na mesto i, izrine x;,..., Xp_1;
Nastavi xj,1 = xj, za vse j € {n—1,...,1i}, poveca n, in nastavi x; = x



n
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Slika 1.4: Seznam predstavlja sekvenco indeksov 0,1,2,...,n—1. V tem seznamu,
bi klic get(2) vrnil vrednost c.

5. remove(i):izbrise vrednost x;, izrine X, 1,...,X,-1;
Nastavi x; = xj,1,za vse j € {i,...,n—2}in zniZa n

Opazimo lahko da te operacije enostavno lahko implementirajo deque
vmesnik:

addFirst(x) = add(0,x)
removeFirst() = remove(0)
addLast(x) = add(size(),x)
removelLast() = remove(size()—1)

Ceprav ne bomo razpravljali o vmesnikih sklada, deque in FIFO vrste
v podpoglavjih, sta izraza sklad in deque v¢asih uporabljena kot imeni
podatkovnih struktur, ki implementirajo vmesnik seznama. V tem pri-
meru Zelimo poudariti, da lahko te podatkovne strukture uporabimo za
implementacijo vmesnika sklada in deque zelo efektivno. Na primer,
ArrayDeque razred je implementacija vmesnika seznama, ki implemen-
tira vse deque operacije v konstantnem ¢asu na operacijo.

1.2.3 Vmesnik USet: Neurejena mnozica

USet vmesnik predstavlja neurejen set edinstvenih elementov, ki posne-
majo matematicni set. USet vsebuje n razli¢nih elementov; noben element
se ne pojavi ve¢ kot enkrat; elementi niso v nobenem dolo¢enem zapo-
redju. USet podpira naslednje operacije:

1. size(): vrne stevilo, n, elementov v setu

2. add(x): doda element x v set, Ce ta Ze ni prisoten;
Dodaj x setu, ¢e ne obstaja tak element y v setu, da velja da je x enak
y. Vrni true, Ce je bil x dodan v set, drugace false.
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3. remove(x): odstrani x iz seta;
Najdi element y v setu, da velja da je x enak y in odstrani y. Vrni y
ali null, ¢e tak element ne obstaja.

4. find(x): najde x v setu, Ce obstaja;
Najdi element y v setu, da velja da je y enak x. Vrni y ali null, ¢e
tak element ne obstaja.

Te definicije se razlikujejo za razpoznavni element x, element, ki ga
bomo odstranili ali nasli, od elementa y, element, ki ga bomo verjetno
odstranili ali nasli. To je zato, ker sta x in y lahko razli¢na objekta, ki sta
lahko tretirana kot enaka. . Tako razlikovanje je uporabno, ker dovoljuje
kreiranje imenikov ali map, ki preslika kljuce v vrednosti.

Da naredimo imenik, eden tvori skupino objektov imenovanih pari,
kateri vsebujejo klju¢ in a vrednost. Dva para sta si enakovredna, ¢e so
njuni kljuéi enaki. Ce spravimo nek par (k,v) v USet in kasneje klicemo
find(x) metodo z uporabo para x = (k,null) bi rezultat bil y = (k,v).
Z drugimi besedami povedano, mozno je dobiti vrednost v, ¢e podamo
samo klju¢ k.

1.2.4 Vmesnik SSet: Urejena mnozica

Vmesnik SSet predstavlja urejen set elementov. SSet hrani elemente v
nekem zaporedju, tako da sta lahko katera koli elementa x in y primer-
jana med sabo. V primeru bo to storjeno z metodo imenovano compare(x, y)
v kateri
<0 ifx<y
compare(x,y)s >0 if x>y
=0 ifx=y

SSet podpira size(), add(x) in remove(x) metode z to¢no enako se-
mantiko kot vmesnik USet. Razlika med USet in SSet je v metodi find(x):

4. find(x): locira x v urejenem setu;
Najde najmanjsi element y v setu, da velja y > x. Vrne y ali null ce
tak element ne obstaja.



Taka verzija metode find(x)je imenovana iskanje naslednika. Temeljno
se razlikuje od USet.find(x), saj vrne smiselen rezultat, tudi ¢e v setu ni
elementa, ki je enak x.

Razlika med USet in SSet find(x) operacijo je zelo pomembna in ve-
likokrat prezrta. Dodatna funkcijonalnost priskrbljena s strani SSet po-
navadi pride s ceno, da metoda porabi ve¢ ¢asa za iskanje in vecjo kom-
pleknostjo kode. Na primer, ve¢ina implementacij SSet omenjenih v tej
knjigi imajo find(x) operacije, ki potrebujejo logaritmic¢en ¢as glede na
velikost podatkov. Na drugi strani ima implementacija USet kot Chained-
HashTable v Chapter ?? find(x) operacijo, ki potrebuje konstanten pri¢akovani
¢as. Ko izbiramo katero od teh struktur bomo uporabili, bi vedno morali
uporabiti USet, razen ¢e je dodatna funkcionalnost, ki jo ponudi SSet,
nujna.

1.3 Matemati¢no ozdaje

V tem poglavju so opisane nekatere matemati¢ne notacije in orodja, ki so
uporabljena v knjigi, vklju¢no z logaritmi, veliko-O notacijo in verjetno-
stno teorijo. Opis ne bo natancen in ni misljen kot uvod. Vsi bralci, ki
mislijo da jim manjka osnovno znanje, si ve¢ lahko preberejo in naredijo
nekaj nalog iz ustreznih poglavji zelo dobre in zastonj knjige o znanosti
iz matematike in ra¢unalnistva [?].

1.3.1 Eksponentiin Logaritmi

Izraz b* oznatuje §tevilo b na potenco x. Ce je x pozitivno celo stevilo,
potem je to samo Stevilo b pomnoZeno samo s seboj x — 1 krat:

b*=bxbx---xb .
————
X

Ko je x negativno celo $tevilo, je b* = 1/b™*. Koje x =0, b* = 1. Ko b ni
celo stevilo, Se vedno lahko definiramo potenciranje v smislu eksponen-
tne funkcije e* (glej spodaj), ki je definirana v smislu eksponentne serije,
vendar jo je najboljSe prepustiti racunskemu besedilu.



Uvod

V tej knjigi se izraz log, k oznacuje logaritem z osnovo-b od k. To je
edinstvena vrednost x za katero velja

b=k .

Vecina logaritmov v tej knjigi ima osnovo 2 (binarni logaritmi).

Za te logaritme izpustimo osnovo, tako je logk skrajsan izraz za log, k.

Neformalen ampak uporaben nacin je, da mislimo na log k kot stevilo,
koliko krat moramo deliti k z b, preden bo rezultat manjsi ali enak 1. Na
primer, ko izvedemo binarno iskanje, vsaka primerjava zmanjsa stevilo
moznih odgovorov za faktor 2. To se ponavlja, dokler nam ne preostane
samo en mozen odgovor. Zato je $tevilo primerjav pri binarnem iskanju
nad najve¢ n + 1 podatki enako najvec [log,(n+1)].

V knjigi se veckrat pojavi tudi naravni logaritem. Pri naravnem loga-
ritmu uporabimo notacijo Ink, ki oznacuje log,k, kjer je e — Eulerjeva
konstanta — podan na naslednji nacin:

1 n
e= lim (1+—) ~2.71828 .
n

n—o0

Naravni logaritem pride v postev pogosto, ker je vrednost zelo pogo-
stega integrala:

—Lk 1/xdx =Ink .
Dve najbolj pogosti operaciji, ki jih naredimo nad logaritmi sta, da jih
umaknemo iz eksponenta:
plogyk _ &
in zamenjamo osnovo logaritma:

log, k
log, b

a

logh k=

Na primer, te dve operaciji lahko uporabimo za primerjavo naravnih
in binarnin logaritmov.
logk  logk

Ink = loge ~ (Ine)/(In2) = (In2)(logk) =~ 0.693147logk .
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1.3.2 Fakulteta

V enem ali dveh delih knjige je uporabljena fakulteta. Za nenegativna
cela stevila # je uporabljena notacija n! (izgovorjena kot “n fakulteta”) in
pomeni naslednje:

Fakulteta se pojavi, ker je n! stevilo razli¢nih permutacij, naprimer zapo-
redja n razli¢nih elementov.
Za poseben primer n = 0, je 0! definiran kot 1.

Vrednost #! je lahko priblizno dolo¢ena z uporabo Stirlingovega pri-
blizka:

n
n!:VZTm(E) et
e

kjer je
! <a(n) < !
2nel S 12

Stirlingov priblizek prav tako pribliZno doloca In(n!):

In(n!)=nlnn-n+ %ln(Znn) + a(n)

(V bistvu je Stirlingov priblizek najlazje dokazan z pribliZevanjem In(n!) =
In1+In2+---+Inn z integralom Lnlnndn =nlnn-n+1.)

V relaciji s fakultetami so binomski koeficienti. Za nenegativna cela
Stevila n in cela $tevila K € {0,..., 1}, notacija () oznatuje:

n\ _ n!
(k)_ k'(n—k)! -~

Binomski koeficient (}) (izgovorjeno kot “n izbere k”) steje, koliko pod-
mnozic elementa n ima velikost k, npr. Stevilo razli¢nih mozZnosti pri
izbiranju k razli¢nih celih Stevil iz seta {1,...,n}.

1.3.3 Asimptoti¢na Notacija

Ko v knjigi analiziramo podatkovne strukture, Zelimo govoriti o ¢asovnem
poteku razli¢nih operacij. Tocen ¢as se bo seveda razlikoval od ra¢unalnika
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do ra¢unalnika, pa tudi od izvedbe do izvedbe na dolo¢enem ra¢unalniku.

Ko govorimo o ¢asovni zahtevnosti operacije, se nanasamo na stevilo instrukcij
opravljenih za dolo¢eno operacijo. Tudi za enostavno kodo je lahko to
Stevilo tezko za natancno dolo¢iti. Zato bomo namesto analiziranja na-
tan¢nega Casovnega poteka uporabljali tako imenovano veliko-O notacijo:

Za funkcijo f(n), O(f(n)) dolo¢i set funkciji

g(n) : obstaja tak ¢ > 0, in n( da velja
g(n)<c-f(n)zavsen=>ng ‘

O(f(n)) ={

Grafi¢no misljeno ta set sestavljajo funkcije g(n), kjer ¢ - f(n) za¢ne pre-
vladovati nad g(n) ko je n dovolj velik.

Po navadi uporabimo asimptoti¢no notacijo za poenostavitev funkcij.
Npr. na mesto 5nlog n+8n-200 lahko zapisemo O(nlogn). To je dokazano
na naslednji nacin:

5nlogn+8n—200 < 5nlogn+8n
<5nlogn+8nlogn zan>2(zatodalogn>1)

<13nlogn .

To dokazuja da je funkcija f(n) = 5nlogn+8n-200 v mnozici O(nlogn)
z uporabo konstant ¢ =13 in ny = 2.
Pri uporabi asimptoti¢ne notacije poznamo veliko bliZnjic. Prva:

O(n‘1) c O(n?) ,
za vsak ¢; < ¢;. Druga: Za katerokoli konstanto a4,b,¢ > 0,
O(a) c O(logn) c O(n”) c O(c") .

Te relacije so lahko pomnoZene s katerokoli pozitivno vrednostjo, brez da
bi se spremenile. Npr. ¢e pomnoZimo z #n, dobimo:

O(n) c O(nlogn) c O(n'*?) c O(nc") .

Z nadaljevanjem dolge in ugledne tradicije bomo zapisali f; (1) = O(f(n)),
medtem ko Zelimo izraziti f;(n) € O(f(n)). Uporabili bomo tudi izjave kot
so “Casovna zahtevnost te operacije je O(f(n))”, vendar pa bi izjava mo-
rala biti napisana “Casovna zahtevnost te operacije je element O(f (n)).” Te
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kraj$njice se uporabljajo zgolj za to, da se izognemu nerodnemu jeziku in
da lazje uporabimo asimptoti¢no notacijo v besedilu ena¢b. Nenavaden
primer tega se pojavi, ko napiSemo izjavo:

T(n)=2logn+0O(1) .
Bolj pravilno napisano kot
T(n) < 2logn+[¢lan O(1)] .

Izraz O(1) predstavi nov problem. Ker v tem izrazu ni nobene spremen-
ljivke, ni ¢isto jasno katera spremeljivka se samovoljno povecuje. Brez
konteksta ne moremo vedeti. V zgornjem primeru, kjer je edina spremelj-
nivka n, lahko predpostavimo, da bi se izraz moral prebrati kot T(n) =
2logn+ O(f(n)), kjer f(n)=1.

Velika-O notacija ni nova ali edinstvena v ra¢unalnigki znanosti. Ze
leta 1894 jo je uporabljal stevil¢ni teoretik Paul Bachmann, saj je bila ne-
izmerno uporabna za opis ¢asovne zahtevnosti ra¢unalniskih algoritmov.

Ce upostevamo naslednji del kode:

Simple

void snippet() {
for (int i = 0; i < n; i++)
al[i] = i;

Ena izvedba te metode vkljucuje
* 1 dodelitev (inti = 0),
* n+ 1 primerjav (i <n),
* n povecav (i++),
* nizra¢un odmikov v polju (a[i]),
* n posrednih dodelitev (a[i] = i).
Zato lahko napisemo ¢asovno zahtevnost kot

T(n)=a+b(n+1)+cn+dn+en ,

13
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kjer so a, b, ¢, d, in e konstante, ki so odvisne od naprave, ki izvaja kodo
in predstavlja Cas, v katerem se zaporedno izvedejo dodelitve, primerjave,
povecevalne operacije, izra¢uni odmikov v poljih in posredne dodelitve.
Ce pa izraz predstavlja ¢asovno zahtevnost dveh vrstic kode, potem se
taka analiza ne more ujemati z zapleteno kodo ali algoritmi. Casovno
zahtevnost lahko poenostavimo z uporabo velike-O notacije, tako dobimo

Tak zapis je veliko bolj kompakten in nam hkrati da veliko informacij.
To, da je ¢asovna zahtevnost v zgornjem primeru odvisna od konstante
a, b, ¢, d, in e, pomeni, da v sploSnem ne bo mogoce primerjati dveh
Casov izvedbe, da bi razlocili kateri je hitrejsi, brez da bi vedeli vrednosti
konstant. Tudi ¢e uspemo doloc¢iti te konstante (npr. z casovnimi testi),
bi nasa ugotovitev veljala samo za napravo na kateri smo izvajali teste.

Velika-O notacija daje smisel analiziranju zapletenih funkcij pri visjih
stopnjah. Ce imata dva algoritma enako veliko-O &asovno izvedbo, po-
tem ne moremo to¢no vedeti, kateri je hitrejsi in ni olitnega zmagovalca.
En algoritem je lahko hitrej$i na eni napravi, drugi pa na drugi napravi.
Ce imata dva algoritma dokazljivo razli¢no veliki-O ¢asovni izvedbi, po-
tem smo lahko prepricani, da bo algoritem z manj$o ¢asovno zahtevnostjo
hitrejsi pri dovolj velikih vrednostih n.

Kako lahko primerjamo veliko-O notacijo dveh razli¢nih funkcij pri-
kazuje Figure 1.5, ki primerja stopnjo rasti f;(n) = 15n proti f,(n) = 2nlogn.
Npr., daje fi(n) ¢asovna kompleksnost zapletenega linearnega ¢asovnega
algoritma in je f,(n) ¢asovna kompleksnost bistveno preprostejsega algo-
ritma, ki temelji na vzorcu deli in vladaj. Iz tega je razvidno, da ¢eprav
je fi(n) vedji od f,(n) pri manjsih vrednostih n, velja nasprotno za velike
vrednosti n. Po dolo¢enem ¢asu bo f;(n) zmagal zaradi stalne povecave
irine marZe. Analize, ki uporabljajo veliko-O notacijo, kazejo da se bo to
zgodilo, ker je O(n) C O(nlogn).

V nekaterih primerih bomo uporabili asimptoti¢no notacijo na funk-
cijah z ve¢ kot eno spremenljivko. Predpisan ni noben standard, ampak
za na$ namen je naslednja definicija zadovoljiva:
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g(ny,...,ny) : obstaja ¢ > 0, in z da velja

O(f(ny,...,ng)) = g(ny,...,ng) <c- f(ny,...,ng)
za vse Hy,...,ny da velja g(ny,...,ng) >z

Ta definicija zajema poloZaj, ki nas zanima, ko g prevzame visje vrednosti
zaradi argumenta ny,...,n. Ta definicija se sklada z univarijatno defini-
cijo O(f(n)), ko je f(n) naras¢ujoca funkcija n. Bralci naj bodo pozorni, da
je lahko v drugih besedilih uporabljena asimptoti¢na notacija drugace.

1.3.4 Naklju¢nost in verjetnost

Nekatere podatkovne strukture predstavljene v knjigi so nakljucne; odlo¢ajo
se naklju¢no in neodvisno od podatkov, ki so spravljeni v njih in od opra-
cij, ki se izvajajo nad njimi. Zaradi tega, se lahko casi izvajanja razluku-
jejo med seboj, kljub temu, da uporabimo enako zaporedje operacij nad
strukturo. Ko analiziramo podatkovne strukture, nas zanima povpredje
oziroma pri¢akovan ¢as poteka.

Formalno je ¢as poteka operacije na naklju¢ni podatkovni strukturi
je naklju¢na spremenljivka, Zelimo pa preucevati njeno pricakovano vre-
dnost.

Za diskretno naklju¢no spremenljivko X, ki zavzame vrednosti neke
univerzalne mnoZice U, je pricakovana vrednost X oznacena z E[X] po-
dana z enac¢bo

E[X] = Zx~Pr{X =x} .

xeU
Tukaj Pr{€} oznacuje verjetnost, da se pojavi dogodek £. V vseh pri-
merih v knjigi so te verjetnosti v spostovanju z naklju¢nimi odlo¢itvami
narejenimi s strani podatkovnih struktur. Ne moremo sklepati, da so na-
klju¢ni podatki, ki so shranjeni v strukturi, niti sekvence operacij izve-
dene na podatkovni strukturi.
Ena pomembnejsih lastnosti pricakovane verjetnosti je linearnost pricakovanja.

Za katerekoli dve naklju¢ne spremenljivke X in Y,

E[X + Y] =E[X]+E[Y] .
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Bolj splo$no, za katerokoli naklju¢no spremenljivko Xy,..., X,

k k

=) E[Xi] .

i=1

Linearnost pri¢akovanja nam dovoljuje, da razbijemo zapletene naklju¢ne
spremenljivke(kot leva stran od zgornjih enacb) v vsote enostavnejsih na-
klju¢nih spremenljivk(desna stran).

Uporaben trik, ki ga bomo pogosto uporabljali, je definiranje indi-
katorja naklju¢nih spremenljivk. Te binarne spremenljivke so uporabne,
ko Zelimo nekaj Steti in so najbolje ponazorjene s primerom - vrZzemo
pravicen kovanec k krat in Zelimo vedeti pricakovano stevilo, koliko krat
bo kovanec kazal glavo.

Intuitivno vemo, da je odgovor k/2. Ce pa Zelimo to dokazati z defini-
cijo pricakovane vrednosti, dobimo

k

1l
(=)

To zahteva, da vemo dovolj, da izra¢unamo, da Pr{X =i} = (lf)/Zk in, da
vemo binomske identitete l(lf) = k(kzl) in Zi'(:o (f) =2k,

Z uporabo indikatorskih spremenljivk in linearnostjo pri¢akovanja
so stvari veliko lazje. Za vsak i € {1,...,k} opredelimo indikatorsko na-
klju¢no spremenljivko.

I =

1 ¢eje iti met kovanca glava
0 drugace.

Potem
E[;]=(1/2)1+(1/2)0=1/2 .
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Sedaj X = Zf»‘zl I; so

nih magi¢nih identitet ali ra¢unanja kakrsnih koli ne trivijalnih verjetno-
sti. Se boljse, strinja se z intuicijo, da pri¢akujemo polovico kovancev, da
pristanejo na glavi to¢no zato, ker vsak posamezni kovanec pristane na
glavi z verjetnostjo 1/2.

1.4 The Model of Computation

V tej knjigi bomo analizirali teoreti¢no ¢asovno zahtevnost operacij na
podatovnih strukturah, ki smo se jih u¢ili. Da bi to natan¢neje preucili,
potrebujemo mathematical model of computation. Uporabljali bomo w-
bit word-RAM model. RAM pomeni Random Access Machine. V tem
modelu imamo dostop do naklju¢nega podatkovnega spomina sestavlje-
nega iz celic, pri katerih vsaka shranjuje w-bit word. To pomeni, da lahko
vsaka spominska celica predstavlja, npr. vsa stevila od {0,...,2" — 1}.

V word-RAM modelu porabijo osnovne operacije konstanten ¢as. To
so aritmeti¢ne operacije (+, —, *, /, %), primerjave (<, >, =, <, >), in bi-
twise(vektor bitov) boolean (bitwise - IN, ALI, ekskluzivni ALI .)

V vsako celico lahko pisemo ali beremo v konstantnem ¢asu. Ra¢unalniski
spomin upravlja sistem, preko katerega lahko dodelimo ali ne, spominj-
ski blok poljubne velkikosti. Dodelitev spominskega bloka velikosti k
porabi O(k) ¢asa in vrne referenco (a pointer) do nazadnje dodeljenega
spominskega bloka. Ta referenca je dovolj majhna, da je lahko predsta-
vljena z eno samo besedo(zavzame prostor) v RAM-u.
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Word-size w je zelo pomemben parameter v tem modelu. Edina pred-
postavka, ki jo bomo dodelili w -ju je najniZja meja w > logn, kjer je n
Stevilo elementov ki so shranjeni v nasi podatkovni strukturi.

Spominjski prostor je merjen z besedami, tako, da ko govorimo koliko
prostora zavzame podatkovna struktura, se sklicujemo na stevilo besed,
ki jih porabi struktura. Vse nase podatkovne strukture shranjujejo ge-
neri¢no vrednost tipa T, predvidevamo pa, da element tipa T zasede eno
besedo v spominjskem prostoru.

w-bit word-RAM model je pribliZek modernim namiznim ra¢unalnikom
kojew =32 aliw = 64. Podatkovne strukture, ki so uporabljene v tej knjigi
ne uporabljajo nobenih specialnih metod, ki ne bi bile implementirane v
C++ in vecino drugih arhitektur.

1.5 Pravilnost, casovna in prostorska kompleksnost

Med ucenjen uspesnosti podatkovnih struktur so najpomembjense 3 stvari:

Pravilnost: podatkovna struktura mora pravilno implementirati svoj vime-
snik

Casovna kompleksnost: operacijski ¢asi v podatkovni strukturi morajo
biti ¢im manjsi

Prostorska kompleksnost: podatkovna struktura mora porabiti ¢im manj
prostora

V tem uvodnem besedilu bomo uporabili pravilnost kot nam je po-
dana; ne bomo predpostavljali, da podatkovne strukture podajajo napac¢ne
poizvedbe, ali da ne podajajo pravilnih posodobitev. Videli bomo, da
podatkovne strukture stremijo k ¢im manjsi porabi podatkovnega pro-
stora.To ne bo vedno vplivalo na izvedbeni ¢as operacij, ampak lahko
malce upocasnijo podatkovne strukture v praksi.

Med analiziranjen ¢asovne zahtevnosti v kontekstu s podatkovnimi
strukturami se nagibamo k 3 razli¢cnim moznostim:

Casovna zahtevnost v najslabSem primeru: : je najtrdnejsa ¢asovna zah-
tevnost, saj ¢e imajo operacije v podatkovni strukturi ¢asovno zah-
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tevnost v najslabsem primeru enako f(n), tpomeni, da nobena od
teh operacij ne bo porabila ve¢ kot f(n) ¢asa.

Amortizirana ¢asovna zahtevnost: ¢e predpostavimo, da ima amortizi-
rana Casovna zahtevnost operacij v podatkovni strukturi ¢asovno
zahtevnost enako f(n), ), pomeni, da imajo operacije najvecjo zah-
tevnost enako f(n). Natan¢neje pomeni, da ¢e ima podatkovna struk-
tura amortizirano ¢asovno zahtevnost f(n), potem zaporedje m ope-
racij, porabi najve¢ mf(n) casa. Nekatere operacije lahko porabijo
tudi vec kot f(n) ¢asa, ampak je povprecje celotnega zaporedja ope-
racij najve¢ f(n).

Pri¢akovana ¢asovna zahtevnost: Ce predpostavimo, da je pricakovana
¢asovna zahtevnost operacij na podatkovni strukturi enaka f(n),
pomeni, da je naklju¢ni ¢as delovanja enak naklju¢ni spremenljivki
(glej Section 1.3.4) in pri¢akovana vrednost naklju¢ne spremenljivke
je lahko najve¢ f(n). Naklju¢na izbira v tem modelu podpira izbiro,
ki jo izbere podatkovna struktura.

Da bi razumeli razliko med temi ¢asovnimi zahtevnostmi, nam najbolj
pomaga Ce si pogledamo primerjavo iz financ, pri nakupu nepremi¢nine:

Najslabsi primer proti amortizirani ceni: Predpostavimo, da je cena ne-
premic¢nine $120 000. Ce Zelimo kupiti nepremi¢nino vzamemo 120 me-
sev (10 let) kredit, ki ga odpla¢ujemo po $1 200 na mesec. V tem primeru
je najslabsa moznost mese¢nega placila kredita enaka $1 200 na mesec.

Ce pa imamo dovolj denarja, se lahko odlo¢imo za nakup nepremi¢nine
z enkratnim placilom $120 000. V tem primeru, v obdobju 10 let, je amor-
tizirana cena pri nakupu nepremic¢nine enaka:

$120000/120 mesecev = $1 000 na mesec .

To je pa veliko manj, kot bi placevali, ¢e bi pri nakupu nepremicnine
vzeli kredit.

Najslabsi primer proti pricakovani ceni:  Sedaj upostevajmo zavarovanje

proti poZaru pri nasi nepremicnini, ki je vredna $120 000 . Pri proucevanju
tiso¢ih primerov so zavarovalnice dolocile, da je poZarna skoda pri taki
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nepremic¢nino kot je nasa, enaka $10 na mesec. To je majhna Stevilka,
¢e predpostavimo, da veliko nepremi¢nin nikoli nima pozara, nekatere
imajo majhno $kodo v primeru poZara, najmanjse $tevilo pa je tistih, ki
pri poZaru zgorijo do tal. UpoStevajoc te podatke, zavarovalnice zaracunajo
$15 mese¢no za zavarovanje v primeru poZara.

Sedaj je pa Cas odlocitve, ali naj v najslabsem primeru placujemo $15
mese¢no za zavarovanje v primeru pozara, ali pa naj se sami zavarujemo
in predpostavimo, da bi v primeru pozara znasal $10 mese¢no? Res je,
$10 mesecno je manj kot je pricakovano, ampak moramo pa tudi spre-
jeti dejstvo, da bo strosek v primeru poZara bistveno vedji, saj Ce ne-
premic¢nina v primeru poZara zgori do tal, bo ta strosek enak $120 000.

Te finan¢ne primerjave nam prikazejo, zakaj se raje odlo¢imo za amor-
tirizano ali pricakovano ¢asovno zahtevnost, kot ¢asovno zahtevnost v
najslabsem primeru. Veckrat je mogoce, da dobimo manjso aqli amortizi-
rano ¢asovno zahtevnost, kot ¢asovno zahtevnost v najslabsem primeru.
Na koncu je pa $e velikokrat mogoce, da dobimo preprostejso podatkovno
strukuro, ¢e se odlo¢imo za amortizirano ali pa pri¢akovano ¢asovno zah-
tevnost.

1.6 Vzorci kode

Vzorci kode v tej knjigi so napisani v C++ .ampak, da bi bila ta knjiga
blizje tudi bralcem, ki niso seznanjeni z C++klju¢nimi besedami so bili
izrazi poenostavljeni. Na primer, bralci ne bodo naleteli na klju¢ne be-
sede kot so public, protected, private, or static. Bralec tudi ne bo
naletel na diskusijo o hierarhiji razredov, razredih in vmesnikih ter pode-
dovanju. Ce bo to relevantno za bralca bo jasno razvidno iz teksta.

Ti dogovori bi morali narediti primere razumljive vsem z znanjem al-
goritemskih jezikov kot so B, C, C++, C#, Objective-C, D, Java, JavaScript,
in tako dalje. Bralci, ki Zelijo vpogled v vse podrobnosti implementacij so
dobrodosli, da si pogledajo C++ izvorno kodo, ki spremlja knjigo.

Ta knjiga je meSanica matemati¢ne analize izvajanja programom Vv
C++ . This means that To pomeni ,da nekatere enacbe vsebujejo spre-
menljivke, ki jih najdemo v izvorni kodi. Te spremenljivke so povsod
uporabljene v istem pomenu, to velja za izvorno kodo kot tudi za enacbe.
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Uvod

List implementacije
get(i)/set(i,x) add(i,x)/remove(i)
ArrayStack O(1) O(1+n—-1i)A §2.1
ArrayDeque O(1) O(1 +min{i,n—i})* | §2.4
DualArrayDeque O(1) O(1 +min{i,n—i})* | §2.5
RootishArrayStack | O(1) O(1+n-i)A §2.6
DLList O(1 + min{i,n—1i}) O(1 + min{i,n—1i}) §3.2
SEList O(1 +min{i,n—i}/b) | O(b+min{i,n—1i}/b)"| §??
SkiplistList O(logn)F O(logn)F §4.3
USet implementacije
find(x) add(x)/remove(x)
ChainedHashTable | O(1)F O(1)AE §7??
LinearHashTable O(1)E O(1)ME §7??

A Oznatuje amortizacijski ¢as izvajanja.
E Oznatuje pricakovani ¢as izvajanja.

Tabela 1.1: Povzetek implementacij List in USet.

Na primer, pogosto uporabljena spremenljivka n je brez izjeme povsod

uporabljena kot Stevilo, ki predstavlja Stevilo trenutno shranjenih vre-

dnosti v podani podatkovni strukturi.

1.7 Seznam Podatkovnih Struktur

V tabelah 1.1 in 1.2 so povzete u¢inkovitosti podatkovnih struktur zajetih

v tej knjigi, ki implementirajo vsakega od vmesnikov List, USet, and

SSet, opisanih v Section ??. Figure 1.6 pokaZe odvisnosti med razli¢nimi

poglaviji zajetimi v knjigi. Crtkana pus¢ica kaze le $ibko odvisnost znotraj

katere je le majhen del poglavja odvisen od prejsnjega poglavja ali samo

glavnih rezultatov prejsnjega poglavja.
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6. Binary trees

2. Array-based lists

5. Hash tables

1. Introduction

3. Linked lists

3.3 Space-efficient linked lists

4. Skiplists

11. Sorting algorithms

7. Random binary search trees }—\.

11.1.2. Quicksort

8. Scapegoat trees

11.1.3. Heapsort

9. Red-black trees

i[ 13. Data structures for integers I

14. External-memory searching I

Slika 1.6: Odvisnosti med poglavji v tej knjigi.
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Uvod

SSet implementacije

find(x) add(x)/remove(x)
SkiplistSSet | O(logn)® [ O(logn)f §4.2
Treap O(logn)® | O(logn)® §6.2
ScapegoatTree | O(logn) O(log n)A §22
RedBlackTree O(logn) O(logn) §7.2
BinaryTrie! O(w) O(w) §10.1
XFastTrie! O(logw)E| O(w)AE §10.2
YFastTrie! O(logw)™E | O(logw)™E §10.3

(Priority) Queue implementations

findMin() | add(x)/remove()
BinaryHeap O(1) O(logn)A §2?
MeldableHeap O(1) O(logn)E §8.2

I'Ta struktura lahko shrani le w-bitne celostevilske po-

datke.

Tabela 1.2: Povzetek implementacij SSet in priority Queue.

V osnovi gre za poenostavljene vrezije List, Set, Map, SortedSet in

Za detajlno obravnavo in razumevanje matemati¢ne vsebine tega po-

Ve¢ informacij o osnovah verjetnosti, predvsem podrodja, ki je tesno

1.8 Razprava in vaje

besedilo, ki ga je spisal Thompson [?].
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kot vpliv Java Collections Framework [?]

Vmesniki List, USet in SSet, ki so opisani v poglavju Section ?? se kaZejo

SortedMap vmesnikov, ki jih najdemo v Java Collections Framework.

glavja, ki vsebuje asimptoti¢no notacijo, logaritme, fakulteto, Stirlingovo
aproksimacijo, osnove verjetnosti in ostalo, vzemi v roke u¢benik Lyman,
Leighton in Meyer [?]. Za osnove matemati¢ne analize, ki obravnava defi-
nicije algoritmov in eksponentnih funkcij, se obrni na (prosto dostopno)

povezana z ra¢unalni$tvom, sezi po u¢beniku Rossa [?]. Druga priporoc¢ljiva
referenca, ki pokriva asimptoti¢no notacijo in verjetnost, je u¢benik Gra-
hama, Knutha in Patashnika [?].

Exercise 1.1. Naloga je sestavljena tako, da bralca seznani s pravilnim iz-




biranjem najbolj ustrezne podatkovne strukture za dani primer. Ce je del

naloge Ze implementiran, potem je misljeno, da se naloga resi s smiselno

uporabo danega vmesnika (Stack, Queque, Deque, Uset ali SSet), ki ga
priskrbi C++ Standard Template Library.

Problem resi tako, da nad vsako vrstico prebrane tekstovne datoteke

izvrsi$ operacijo in pri tem uporabis najbolj primerno podatkovno struk-

turo. Implementacija programa mora biti dovol;j hitra, da obdela datoteko

z milijon vnosi v nekaj sekundah.

1.

Preberi vhod vrstico po vrstico in izpisi vrstice v obratnem vrstnem
redu tako, da bo zadnji vnos izpisan prvi, predzadnji drugi in tako
naprej.

. Preberi prvih 50 vrstic vhoda in jih nato izpisi v obratnem vrstnem

redu. Nato preberi naslednjih 50 vrstic in jih ponovno vrni v obra-
tnem vrstnem redu. Slednje ponavljaj, dokler ne zmanjka vrstic
vhoda. Ko program pride do toc¢ke, da je na vhodu manj kot 50
vrstic, naj vse preostale izpise v obratnem vrstnem redu.

Z drugimi besedami povedano, izhod se bo zacel z ispisom 50. vr-
stice, nato 49. , za to 48. in vse tako do prve vrstice. Prvi vrstici
bo sledila 100. vrstica vhoda, njej 99. in vse tako do 51. vrstice ter
tako naprej.

Tekom izvajanja naj program v pomnilniku ne hrani ve¢ kot 50 vr-
stic naenkrat.

. Beri vhod vrstico po vrstico. Program bere po 42 vrstic in Ce je ka-

tera od teh prazna (npr. niz dolzZine ni¢), potem izpise 42. vrstico
pred to, ki je prazna. Na primer, Ce je 242. prazna, potem naj pro-
gram izpise 200. vrstico. Program naj bo implementiran tako, da v
danem trenutku ne shranjuje vec¢ kot 43 vrstic vhoda naenkrat.

. Beri vhod vrstico po vrstico in na izhod izpisi le tiste, ki so se na

vhodu pojavile prvi¢. Bodi posebno pozoren na to, da datoteka,
¢etudi ima veliko podvojenih vrstic, ne porabi ve¢ pomnilnika, kot
je zahtevano za zapis unikatnih vrstic.

. Beri vhod vrstico po vrstico in izpisi vse vrstice, ki so se vsaj enkrat

Ze pojavile na vhodu (cilj je, da se izlo¢ijo unikatne vrstice vhoda).
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Uvod

Bodi posebno pozoren na to, da datoteka, ¢etudi ima veliko pod-
vojenih vrstic, ne porabi ve¢ pomnilnika, kot je zahtevano za zapis
unikatnih vrstic.

6. Preberi celoten vnos vrstico za vrstico in izpi$i vse vrstice, razvrscene
po velikosti, zatensi z najkrajso. Ce sta dve vrstici enake dolZine,
naj ju sortira “sorted order.” Podvojene vrstice naj bodo izpisane
samo enkrat.

7. Naredi enako kot pri prejsnji nalogi, le da so tokrat podvojene vr-
stice izpisane tolikokrat kolikor krat so bile vnesene.

8. Preberi celoten vnos vrstico za vrstico in izpisi najprej sode vrstice,
zacensdi s prvo, vrstico 0, katerim naj sledijo lihe vrstice.

9. Preberi celoten vnos vrstico za vrstico, jih naklju¢no premesaj in
izpisi. Torej, ne sme se spremeniti vsebina vrstice, le njihov vrstni
red naj se zamenja.

Exercise 1.2. Dyck word je sekvenca +1 in -1 z lastnostjo, da vsota kate-
rekoli prepone zaporedja ni negativna. Na primer, +1,-1,+1,-1 je Dyck
word, med tem ko +1,—1,-1,+1 ni Dyck word ker je predpona +1-1-1 <
0. Opisi katerokoli relacijo med Sklad push(x) in pop() operacijo.

Exercise 1.3. Matched string je zaporedje {, }, (, ), [, in ] znakov, ki se ustre-
zno ujemajo. Na primer, “{{()[]}}” je matched string, medtem ko “{{()]}”
ni, saj se drugi { ujema z ]. Pokazi kako uporabiti sklad, da za niz dolZine
n, ugotovis v O(n) ¢asa ali je matched string ali ne.

Exercise 1.4. Predpostavimo, da imamo Sklad, s, ki podpira samo ope-
raciji push(x) in pop(). Pokazi kako lahko samo z uporabo FIFO vrste, q,
obrnemo vrstni red vseh elementov v s.

Exercise 1.5. Z uporabo USet, implementiraj Bag. Bag je podoben USet—
podpira metode add(x), remove(x) in find(x) —ampak dovoljuje hrambo
dvojnih elementov. Find(x) operacija v Bag vrne nekatere (¢e sploh kateri)
element, ki je enak x. Poleg tega Bag podpira operacijo findA11(x), ki
vrne seznam vseh elementov, ki so enaki x.
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Exercise 1.6. Iz samega zacCetka implementiraj in testiraj implementa-
cijo vmesnikov List, USet in SSet, za katere ni nujno, da so u¢inkovite.
Lahko so uporabljene za testiranje pravilnosti in zmogljivosti bolj u¢inkovitih
implementacij. (NajlaZji nacin za dosego tega je, da se shrani vse elemente

v polje)

Exercise 1.7. Izboljsaj zmogljivost implementacije prejsnjega vprasanja z
uporabo kateregakoli trika, ki ti pade na pamet. Eksperimentiraj in raz-
misli o tem, kako bi lahko izboljsal zmogljivost implementacij add(i, x)
in remove(i) v svoji implementaciji vimesnika List. Razmisli, kako bi se
dalo izboljsati zmogljivost operacije find(x) tvoje implementacije USet in
SSet. Ta naloga je zasnovana tako, da ti predstavi kako tezko je doseci
ucinkovitost v implementaciji teh vmesnikov.
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Poglavje 2

Implementacija seznama s poljem

V tem poglavju si bomo pogledali izvedbe vmesnikov Seznama in Vrste,
kjer je osnoven podatek hranjen v polju, imenovanem podporno polje. V
spodnji tabeli imamo prikazane ¢asovne zahtevnosti operacij za podat-
kovne strukture predstavljene v tem poglavju:

get(i)/set(i,x) | add(i,x)/remove(i)
ArrayStack o(1) O(n-1i)
ArrayDeque 0(1) O(min{i,n—1i})
DualArrayDeque 0(1) O(min{i,n—i})
RootishArrayStack | O(1) O(n-1)

Podatkovne strukture, kjer podatke shranjujemo v enojno polje imajo ve-
liko prednosti, a tudi omejitev:

* V polju imamo vedno konstantni ¢as za dostop do kateregakoli po-
datka. To nam omogoca, da se operaciji get(i) in set(i, x) izvedeta
v konstantnem c¢asu.

* Polja niso dinami¢na. Ce Zelimo vstaviti ali izbrisati element v
sredini polja moramo premakniti veliko elementov, da naredimo
prostor za novo vstavljen element oz. da zapolnimo praznino po
tem, ko smo element izbrisali. Zato je casovna zahtevnost operacij
add(i,x) in remove(i) odvisna od spremenljivk nin i.

* Polja ne moremo $iriti ali kr¢iti. Ko imamo vedje Stevilo elementov,
kot je veliko nase podporno polje, moramo ustvariti novo, dovolj
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Implementacija seznama s poljem

veliko polje, v katerega kopiramo podatke iz prejsnjega polja. Ta
operacija pa je zelo draga.

Tretja tocka je zelo pomembna, saj ¢asovne zahtevnosti iz zgornje tabele
ne vkljucujejo spreminjanja velikosti polja. V nadaljevanju bomo videli,
da sirjenje in kréenje polja ne dodata veliko k povpre¢ni ¢asovni zahtevno-
sti, ¢e jih ustrezno upravljamo. Natan¢neje, ¢e za¢nemo s prazno podat-
kovno strukturo in izvedemo zaporedje operacij m add(i, x) ali remove(i)
,potem bo ¢asovna zahtevnost $irjenja in kréenja polja za m operacij O(m).
Ceprav so nekatere operacije draZje je povpre¢na ¢asovna zahtevnost nad
vsemi m operacijami samo O(1) za operacijo.

V tem poglavju in v celotni knjigi je priro¢no uporabljati polja, ki
imajo Stevec za velikost. Navadna polja v C++ nimajo te funkcije, zato
definiramo razred, array, ki hrani dolZino polja. Implementacija tega ra-
zreda je enostavna. Implementiran je kot obi¢ajno C++ polje, a, in Stevilo,

length:
array

T *a;
int length;

Velikost polja array je dolocena od kreaciji:
array

array(int len) {
length = len;
a = new T[length];

Elementi v polju so lahko indeksirani:
array

T& operator[](int i) {
assert(i >= 0 && i < length);
return ali];

}

Na koncu, ko imamo eno polje dodeljeno drugemu, potrebujemo samo se
premikanje kazalca, ki pa se izvede v konstantnem c¢asu:

array
array<T>& operator=(array<T> &b) {
if (a != NULL) delete[] a;
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a =b.a;

b.a = NULL;

length = b.length;
return xthis;

2.1 ArrayStack: Implementacija sklada s poljem

Z operacijo ArrayStack implementiramo vmesnik za seznam z uporabo
polja a, imenovanega the podporno polje. Element v seznamu na indeksu
i je hranjen v a[i]. V velini primerov je velikost polja a velja, kot je po-
trebno, zato uporabimo Stevilo n kot Stevec Stevila elementov spravljenih
v polju a. Tako imamo elemente spravljene v a[0],...,a[n— 1] in v vseh
primerih velja, a.length > n.

ArrayStack

array<T> a;

int n;

int size() {
return n;

}

2.1.1 Osnove

Dostop in spreminjanje elementov v ArrayStack z uporabo operacij get(i)
in set(i, x) je zelo lahko. Po izvedbi potrebnih mejnih preverjanj polja vr-
nemo mnozico oz. a[i].

ArrayStack

T get(int i) {
return af[i];

T set(int i, T x) {
Ty =alil;
ali] = x;
return vy;
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Implementacija seznama s poljem

[ofrfefd] | |
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Slika 2.1: Zaporedje operacij add(i,x) in remove(i) v ArrayStack. Puscice
oznalujejo elemente, ki jih je potrebno kopirati. Operacije, po katerih moramo
klicati metodo resize() so oznacene z zvezdico.

Operaciji vstavljanja in brisanja elementov iz ArrayStack sta predsta-
vljeni v Figure 2.1. Za implementacijo add(i, x) operacije najprej preve-
rimo &e je polje a polno. Ce je, klic¢emo metodo resize() za povelanje
velikosti polja a. Kako je metoda resize() implementirana, si bomo po-
gledali kasneje, saj nas trenutno zanima samo to, da potem, ko kli¢emo
metodo resize() Se vedno ohranjamo pogoj a.length > n. Sedaj lahko
premaknemo elemente a[i],...,a[n— 1] za ena v desno, da naredimo pro-
stor za x, mnozico a[i] spravimo v x in povetamo n, saj smo vstavili nov
element.
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ArrayStack

void add(int i, T x) {
if (n + 1 > a.length) resize();
for (int j =n; j > 1i; j--)
alj] = al[j - 11;
ali] = x;
n++;

}

Cezapoﬂavhnoéasovnozahievnost0bInorebhnenlkhcanﬁlnunoderesizeo,
potem je ¢asovna zahtevnost operacije add(i, x) sorazmerna Stevilu ele-
mentov, ki jith moramo premakniti, da naredimo prostor za novo vstavljen
element x. Zato je ¢asovna zahtevnost operacije (zanemarimo ¢asovno
zahtevnost spreminjanja polja a) O(n—1i).

Implementacija operacije remove(i) je zelo podobna. Premaknemo
elemente a[i + 1],...,a[n— 1] za ena v levo (prepiSemo a[i]) in zmanj$samo
vrednost n. Potem preverimo, ¢e Stevec n postaja oblutno manjsi kot
a.length s preverjanjem a.length > 3n. Ce je ob¢utno manjsi klicemo
metodo resize() za zmanjsanje velikosti polja a.

ArrayStack

T remove(int i) {
T x = alil;
for (int j = 1i; j <n - 1; j++)
aljl = alj + 11;

n--;
if (a.length >= 3 % n) resize();
return x;

Ce zanemarimo ¢asovno zahtevnost metode resize() je ¢asovna zahtev-
nost operacije remove(i) sorazmerna s Stevilom elementov, ki jih moramo
premakniti. To pomeni, da je ¢asovna zahtevnost O(n— i).

2.1.2 Vecanje in kréenje
Metoda resize() je dokaj enostavna; alocira novo polje b velikosti 2n in

skopira n elementov iz polja a v prvih n mest polja b in nato postavi a v
b. Tako po klicu resize(), a.1ength = 2n.
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Implementacija seznama s poljem

ArrayStack
void resize() {
array<T> b(max(2 = n, 1));
for (int i = 0; i < n; i++)
b[i] = a[il;
a=>b;

Analiza cene operacije resize() je lahka. Metoda naredi polje b veli-
kosti 2n in kopira n elementov iz a v b. To traja O(n) ¢asa.

Pri analizi ¢asa delovanja iz prejSnjega poglavja ni bila vsteta cena
klica resize() funkcije. V tem poglavju bomo analizirali to ceno z upo-
rabo tehnike znane pod imenom amortizirana analiza. Ta nacin ne po-
skusa ugotoviti cene za spreminjanje velikosti med vsako add(i, x) in remove(i)
operacijo. Namesto tega, se posveti ceni vseh klicev resize() med zapo-
redjem m klicev funkcije add(i, x) ali remove(i).

Predvsem pokaZemo:

Lemma 2.1. Ce je ustvarjen prazen Arraylist in katerokoli zaporedje, ko je
m > 1 kli¢e add(i, x) ali remove(i) potem je skupen porabljen cas za vse klice
resize() enak O(m).

Dokaz. Pokazali bomo, da vsaki¢ ko je klican resize(), je stevilo klicev
add ali remove od zadnjega klica resize() funkcije, vsaj n/2 — 1. Torej, ce
n; oznacuje vrednost n med itim klicem metode resize() in r oznacuje
stevilo klicev funkcije resize(), potem je skupno $tevilo klicev add(i, x)

ali remove(i) vsaj
r

Z(ni/2—1)§m,

i=1

kar je enako kot
T

Zni§2m+2r .

i=1
Na drugi strani, je skupno stevilo ¢asa uporabljenega med vsem resize()
klici enako

) _O(n;) <O(m+r)=0(m) ,
i=1
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ker r ni ve¢ kot m. Vse kar nam ostane je pokazati, da je Stevilo klicev
add(i, x) ali remove(i) med (i — 1)tim in itim klicem za resize() enako
vsaj n;/2.

Upostevati moramo dva primera. V prvem primeru, je bila metoda
resize() klicana s strani funkcije add(i, x), ker je bilo polje a polno, t.j.,
a.length = n = n;. Gledano na prejsnji klic funkcije resize(): je bila
velikost a-ja po klicu enaka a.length, vendar je bilo $tevilo elementov
shranjenih v a-ju najve¢ a.length/2 = n;/2. Zdaj pa je Stevilo elemen-
tov shranjenih v a enako n; = a.length, torej se je moralo, od prej$njega
klica resize() izvesti vsaj n;/2 klicev add(i,x). Drugi primer se zgodi,
ko je resize() klicana s strani funkcije remove(i), ker je a.length > 3n =
3n;. Enako kot prej je po prejsnjemu klicu resize() bilo stevilo elemen-
tov shranjenih v a najmanj a.length/2 — 1.! Zdaj pa je v a shranjenih
n; < a.length/3 elementov. Zato je Stevilo remove(i) operacij od zadnjega
resize() klica vsaj

R >a.length/2-1-a.length/3
—a.length/6-1
= (a.length/3)/2 -1
>n;/2-1.

V vsakem primeru je $tevilo klicev add(i,x) ali remove(i), ki se zgodijo
med (i — 1)tim klicem za resize() in itim klicem za resize() je natanko
toliko n;/2 -1, kot je tudi potrebno za dokoncanje dokaza. O

2.1.3 Povzetek

Naslednji izrek povzema ucinkovitost izvedbe podatkovne strukture Array-
Stack:

Theorem 2.1. ArrayStack implementira List vmesnik. Z ignoriranjem
cene klicev funkcije resize() ArrayStack podpira naslednje operacije:

* get(i)in set(i,x) v éasu O(1) a eno operacijo; in

* add(i,x)in remove(i) v casu O(1 + n— i) na operacijo.

1'_1 v tej formuli pomeni poseben primer ko je n = 0in a.length = 1.
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Implementacija seznama s poljem

Poleg tega, ¢e zacnemo z prazno strukturo ArrayStack in potem izvajamo
katerokoli zaporedje od m add(i,x) in remove(i) operacij privede v skupno
O(m) ¢asa uporabljenega med vsem klici funkcije resize().

ArrayStack je udinkovit nacin za implementiranje Sklada. Funk-
cijo push(x) lahko implementiramo kot add(n,x) in funkcijo pop() kot
remove(n—1), V tem primeru bodo te operacije potrebovale O(1) amor-
tiziranega casa.

2.2 FastArrayStack: Optimiziran ArrayStack

ArrayStack opravi ve¢ino dela z zamenjevanjem (s add(i, x) in remove(i))
in kopiranjem (z resize()) podatkov. V izvedbah prikazanih zgoraj, je
bilo to narejeno s pomocjo for zanke. Izkaze se, da ima veliko program-
skih okolij posebne funkcije, ki so zelo u¢inkovite pri kopiranju in pre-
mikanju blokov podatkov. V programskem jeziku C, obstajajo funkcije
memcpy(d, s, n) in memmove(d,s,n). V C++ jeziku je std:: copy(a0,al,b) al-
goritem. V Javi je metoda System.arraycopy(s, i,d, j,n).

FastArrayStack
void resize() {
array<T> b(max(1, 2x%n));
std: :copy(a+0, a+n, b+0);
a=>b;
}
void add(int i, T x) {
if (n + 1 > a.length) resize();
std: :copy_backward(a+i, a+n, a+n);
ali] = x;
n++;

Te funkcije so ponavadi zelo optimizirane in lahko uporabljajo tudi
posebne strojne ukaze, ki lahko kopirajo veliko hitreje, kot z uporabo
zanke for. Vseeno s pomo¢jo teh funkcij ne moremo asimptoti¢no zmanjsati
izvajalnih casov, a je ta optimizacija $e vedno koristna. V C++ izvedbah
Jave, uporaba nativnega povzroci pohitritve za faktor med 2 in 3, odvi-
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sno od vrste izvajanih operacij. Izvajane pohitritve se lahko razlikujejo
od sistema do sistema.

2.3 ArrayQueue: Vrsta na osnovi polja

V tem poglavju bomo predstavili podatkovno strukturo ArrayQueue, ki
implementira FIFO vrsto; elemente z vrste odstranjujemo (z uporabo ope-
racije remove()) v istem vrstnem redu, kot so bili dodani (z uporabo ope-
racije add(x)).

Opazimo, da ArrayStack ni dobra izbira za izvedbo FIFO vrste in si-
cer zato, ker moramo izbrati en konec seznama, na katerega dodajamo
elemente, nato pa elemente odstranjujemo z drugega konca. Ena izmed
operacij mora delovati na glavi seznama, kar vkljucuje klicanje add(i, x)
ali remove(i), kjer je vrednost i = 0. To nudi ¢as izvajanja sorazmeren n.

Da bi dosegli u¢inkovito implementacijo vrste na osnovi seznama, naj-
prej opazimo, da bi bil problem enostaven, ¢e bi imeli nesko¢no polje a.
Lahko bi hranili indeks j, ki hrani naslednji element za odstranitev ter
celo stevilo n, ki Steje Stevilo elementov v vrsti. Elementi vrste bi bili
vedno shranjeni v

aljl,a[j+1],...,a[j+n=1] .

Sprva bi bila j in n nastavljena na 0. Na novo dodan element bi uvrstili
v a[j +n] in povecali n. Za odstranitev elementa bi ga odstranili iz a[j],
povecali j in zmanjsali n.

Tezava te resitve je potreba po nesko¢nem polju. ArrayQueue to simu-
lira z uporabo konénega polja in modularne aritmetike. To je vrsta aritme-
tike, ki jo uporabljamo pri napovedovanju ¢asa. Na primer 10:00 plus pet
ur je 3:00. Formalno pravimo, da je

10+5=15=3 (mod 12) .

Zadnji del enacbe beremo kot “15 je skladno s 3 po modulu 12.” Operator
mod lahko obravnavamo tudi kot binarni operator, da je

15mod 12=3 .
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Implementacija seznama s poljem

V splosnem je, za celo $tevilo a in pozitivno celo $tevilo m, a mod m
enoli¢no celo stevilo r € {0,..., m — 1} tako, da velja a = r + km za poljubno
celo stevilo k. Poenostavljeno vrednost r predstavlja ostanek pri deljenju
a z m. V vecini programskih jezikov, vklju¢no s C++, je operator mod
predstavljen z znakom %.2

Modularna aritmetika je uporabna za simulacijo neskon¢nega polje,
ker i mod a.length vedno vrne vrednost na intervalu 0,...,a.1length — 1.
Z uporabo modularne aritmetike lahko elemente vrste shranimo na na-

slednja mesta v polju
a[j%a.length],a[(j + 1)%a.length],...,a[(j+n— 1)%a.length] .

To obravnava polje a kot kroZno polje kjer polje indekse velje kot a.1ength—
1 “ovije naokrog” na zacetek polja.
Paziti moramo le Se, da Stevilo elementov v ArrayQueue ne preseze

velikosti a.

ArrayQueue
array<T> a;

int j;

int n;

Zaporedje operacij add(x) in remove() nad ArrayQueue je prikazano na
Figure 2.2. Za izvedbo add(x) moramo najprej preveriti, ¢e je a poln, in s
klicem resize() velikost a povecati. Nato x shranimo v a[(j + n)%a.length]

in povecamo n.

ArrayQueue

bool add(T x) {
if (n + 1 > a.length) resize();
al(j+n) % a.length] = x;
n++;
return true;

Za izvedbo remove() moramo najprej za kasnej$o rabo shraniti a[j].
Nato zmanj$amo n in pove¢amo j (po modulu a.length) tako, da nasta-

2Temu véasih re¢emo operator brain-dead, ker nepravilno implementira matemati¢ni
operator mod, ko je prvi argument negativno stevilo.
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i=2n=3 | | [afbfc] |
add(d)
N EEnnnn
add(e)
j=2n=5 [e]| |a|bfc][d]
remove ()
i=3n=t [ Tol<[d]
add(f)
ji=3n=5 |e[f] [b]c[d]
add(g)
i=3n=6 |e|[f]|g|b|c]|d
< add(h)*
i=on=6 [olcldleltls] [ [ 1T 1]
j=0,n=7 |b|c|d|e|f|g|h| | | | | |
remove ()

i=tn=6 [ |cldfefffgln] [ | | ]|

Slika 2.2: Zaporedje operacij add(x) in remove(i) nad ArrayQueue. Puscice
oznacujejo kopiranje elementov. Operacije, ki se zakljucijo s klicem resize() so

oznacene z zvezdico.
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Implementacija seznama s poljem

vimo j = (j+1) mod a.length. Na koncu vrnemo shranjeno vrednost a[j].
Po potrebi lahko zmanj$samo velikost a s klicem resize().

ArrayQueue

T remove() {
T x=aljl;
j=(j+ 1) % a.length;
n--;
if (a.length >= 3%n) resize();
return x;

Operacija resize() je zelo podobna operaciji resize() pri ArrayStack.
Dodeli novo polje b velikosti 2n in prepise

a[jl,a[(j+ 1)%a.length],...,a[(j+n—1)%a.length]

na
b[0],b[1],...,b[n - 1]

in nastavi j = 0.

ArrayQueue

void resize() {
array<T> b(max(1, 2xn));
for (int k = 0; k < n; k++)
b[k] = a[(j+k)%a.length];
a =>b;
j=0;

2.3.1 Povzetek

Naslednji izrek povzema ucinkovitost podatkovne strukture ArrayQueue:

Theorem 2.2. ArrayQueue implementira vmesnik (FIFO) Vrste. Ce izvza-
memo ceno klica resize(), omogoca ArrayQueue izvajanje operacij add(x) in
remove() v ¢asu O(1) na operacijo. Poleg tega, zacensi s prazno vrsto Array-
Queue, vsako zaporedje m operacij add(i, x) in remove(i) porabi skupno O(m)
¢asa skozi vse klice na resize().
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2.4 ArrayDeque: Hitra obojestranska vrsta z uporabo polja

Struktura ArrayQueue iz prej$njega poglavja je podatkovna struktura za
predstavitev zaporedja, ki omogoc¢a ucinkovito dodajanje na en konec in
odstranjevanje z drugega konca. Podatkovna struktura ArrayDeque pa
omogoce tako u¢inkovito dodajanje kot tudi odstranjevanje z obeh kon-
cev. Ta struktura implementira vmesnik List z uporabo enake tehnike
kroznega polja, ki je uporabljena pri ArrayQueue.

ArrayDeque

array<[l> a;
int j;
int n;

Operaciji get(i) in set(i,x) nad ArrayDeque sta enostavni. Vrneta
oziroma nastavita element polja a[(j + i) mod a.length].

ArrayDeque
T get(int i) {
return a[(j + i) % a.length];
}
T set(int i, T x) {
Ty=al[(j+ i) % a.length];
al[(j + i) % a.length] = x;
return vy;

}

Implementacija operacije add(i, x) je bolj zanimiva. Kot ponavadi, naj-
prej preverimo e je a poln in ga po potrebi pove¢amo s klicem resize().
Zelimo, da je ta operacija hitra tako, ko je i majhen (blizu 0), kot tudi, ko
je i velik (blizu n). Zato preverimo, ¢e drZi i < n/2. Ce drzi, zamaknemo
elemente a[0],...,a[i — 1] za eno mesto v levo. Sicer (i > n/2), elemente
a[i],...,a[n—1] zamaknemo za eno mesto v desno. Figure 2.3 prikazuje
operaciji add(i, x) in remove(x) nad ArrayDeque.

ArrayDeque

void add(int i, T x) {
if (n + 1 > a.length) resize();
if (i < n/f2) { /] shift a[0],..,a[i-1] left one position
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j=on=8 [afblcldfeff]s|n] | | | |

remove(2)
j=1n=7 afbfdfefffe[n] [ | | |

add(4,x)
j=to=s [Talolalel=] sl

add(3,y)
j=on=9 [a]bfd]y[e[x[e[s[n] [ T ]

add(4,z)

j=ttn=10 [b[d[y[2[c[x[f[e]v] [ 2]

Slika 2.3: Zaporedje operacij add(i,x) in remove(i) nad ArrayDeque. Puscice
oznaclujejo prestavljanje elementov.

j=1(j==0)?a.length - 1 : j - 1;
for (int k = 0; k <= i-1; k++)
al(j+k)%a.length] = a[(j+k+1)%a.length];
} else { // shift a[i],..,a[n-1] right one position
for (int k = n; k > i; k--)
al(j+k)%a.length] = a[(j+k-1)%a.length];
}
al(j+i)%a.length] = x;
n++;

}

S prestavljanjem elementov na tak na¢in zagotovimo, da add(i, x) ni-
koli ne potrebuje prestaviti ve¢ not min{i,n — i} elementov. Cas izvajanja
operacije add(i, x), (e ignoriramo ceno operacije resize()), je potemta-
kem O(1 + min{i,n—i}).

Operacija remove(i) je izvedena podobno. Odvisno od i < n/2, remove(i)
bodisi zamakne elemente a[0],...,a[i — 1] za eno mesto v desno, bodisi
elemente a[i+ 1],...,a[n— 1] zamakne za eno mesto v levo. To spet po-
meni, da remove(i) za zamik elementov nikoli ne potrebuje ve¢ kot O(1 +
min{i,n - i}) ¢asa.

ArrayDeque
’T remove(int i) { ‘
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T x = a[(j+i)%a.length];

if (i < n/2) { /] shift a[0],..,[i-1] right one position
for (int k = i; k > 0; k--)
al(j+k)%a.length] = a[(j+k-1)%a.length];

j = (j+ 1) % a.length;

} else { // shift a[i+1],..,a[n-1] left one position

for (int k = i; k < n-1; k++)
al (j+k)%a.length] = a[(j+k+1)%a.length];

}

n--;

if (3*n < a.length) resize();
return x;

2.4.1 Povzetek

Naslednji izrek povzema ucinkovitost podatkovne strukture ArrayDeque:

Theorem 2.3. ArrayDeque implementira vmesnik List. Ce izvzamemo ceno
klica resize(), omogoca ArrayDeque izvajanje operacij

* get(i)in set(i,x) v éasu O(1) na operacijo; in
* add(i,x) in remove(i) v ¢asu O(1 + min{i,n — i}) na operacijo.

Poleg tega, zacensi s prazno obojestransko vrsto ArrayDeque, vsako zaporedje
m operacij add(i,x) in remove(i) porabi skupno O(m) ¢asa skozi vse klice na
resize().

2.5 DualArrayDeque: Gradnja obojestranske vrste z dveh
skladov

V slede¢em poglavju bomo predstavili podatkovno strukturo DualArray-
Deque, ki za dosego enakih meja u¢inkovitosti kot ArrayDeque, uporablja
dve skladovni polji (ArrayStack). Ceprav ni asimptoti¢na u¢inkovitost
DualArrayDeque ni¢ boljsa kot pri ArrayDeque, je struktura vseeno zani-
miva, ker nudi dober primer napredne strukture z zdruZitvijo dveh eno-
stavnih.
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Implementacija seznama s poljem

DualArrayDeque predstavlja seznam z uporabo dveh ArrayStackov.
Spomnimo se, da ArrayStack deluje hitro, ko operacije nad njim spremi-
njajo elementa z njegovega konca. DualArrayDeque sestoji iz dveh Array-
Stackov, enega spredaj (front) in enega zadaj (back), s konci nasproti,
da to operacije hitre na obeh straneh.

DualArrayDeque

ArrayStack<T> front;
ArrayStack<T> back;

DualArrayDeque ne hrani eksplicitno Stevila elementov, n, ki jih vse-
buje. Stevila ne rabi hraniti, saj vsebuje n = front.size() + back.size()
elementov. Vseeno pa bomo pri analizi DualArrayDeque uporabljali n za
oznacevanje Stevila vsebovanih elementov.

DualArrayDeque

int size() {
return front.size() + back.size();

}

Sprednji ArrayStack hrani seznam elementov z indeksi 0,..., front.size()—
1, vendar jih hrani v obratnem vrstnem vredu. Zadnji ArrayStack pa
hrani seznam elementov z indeksi front.size(),...,size()— 1 v normal-
nem vrstnem redu. Na tak nacin se get(i) in set(i,x) prevedeta v pri-
merne klice get(i) ali set(i) na bodisi sprednjemali zadnjem koncu, kar
potrebuje O(1) ¢asa na operacijo.

DualArrayDeque
T get(int i) {
if (i < front.size()) {
return front.get(front.size() - i - 1);
} else {
return back.get(i - front.size());
}
}
T set(int i, T x) {
if (i < front.size()) {
return front.set(front.size() - i - 1, x);
} else {
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add(3,x)
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remove(0)*

Slika 2.4: Zaporedje operacij add(i, x) in remove(i) nad DualArrayDeque. Puscice
oznaclujejo prestavljanje elementov. Operacije, po katerih se seznam uravnoteZi s
klicom balance(), so oznacene z zvezdico.

return back.set(i - front.size(), x);
}
}

Opazimo da, ¢e je indeks i < front.size(), potem ustreza elementu
spredaj na poloZaju front.size() —i—1, ker so elementi spredaj shra-
njeni v obratnem vrstnem redu.

Dodajanje in odstranjevanje elementov iz DualArrayDeque je prika-
zano na sliki Figure 2.4. Operacija add(i, x) doda element spredaj ali
zadaj, odvisno od situacije:

DualArrayDeque
void add(int i, T x) {
if (i < front.size()) {
front.add(front.size() - i, x);
} else {
back.add(i - front.size(), x);

}

balance();
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'}

Metoda add(i, x) uravnotezi sprednji in zadnji ArrayStack s klicom
metode balance(). Izvedba balance() je prikazana spodaj, za enkrat pa je
dovolj, ¢e vemo, da razen Ce je size() < 2, balance() poskrbi za to, da se
front.size()in back.size() ne razlikujeta ve¢ kot za faktor 3. Natan¢neje,
3. front.size() > back.size() in 3-back.size() > front.size().

Naprej bomo analizirali ceno add(i,x), ignorirali bomo ceno klicev
balance(). Ceje i < front.size(), potem je add(i,x) implementirana z
klicem front.add(front.size()—i—1,x). Sajje front ArrayStack in je
cena tega

O(front.size()—(front.size()—i—-1)+1)=0(i+1) . (2.1)

Po drugi strani, ¢e drzi i > front.size(), potem je add(i,x) implementi-
rana, kot back.add(i — front.size(), x). Cena tega pa je

O(back.size()—(i—front.size())+1)=0O(n—i+1) . (2.2)

Opazimo, da se prvi primer (2.1) pojavi, ko i <n/4. Drugi primer (2.2)
se pojavi i > 3n/4. Ko velja n/4 < i < 3n/4, ne moremo biti prepri¢ani
ali delovanje vpliva na front ali back, v obeh primerih operacija traja
O(n) = 0(i) = O(n—1) ¢asa, sajje i >n/4in n—1i >n/4. Ce povzamemo
situacijo imamo

O(1 +1) if i <n/4
Cas izvajanja add(i,x) <{ O(n) if n/4<1i<3n/4
O(1+n-1i) ifi>3n/4

Ceprav, je ¢as izvajanja add(i, x), ¢e ignoriramo ceno klicev metode balance()
slede¢ O(1 + min{i,n—i}).

Metoda remove(i) in njene analize spominjajo na add(i, x) metodo ter
pripadajoce analize.

DualArrayDeque
T remove(int i) {
T x;
if (i < front.size()) {
x = front.remove(front.size()-i-1);
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} else {
x = back.remove(i-front.size());
}
balance();
return x;

2.5.1 Uravnovesenje

Kon¢no se osredoto¢imo na metodo balance() izvedeno z metodo add(i, x)
in remove(i). Ta metoda zagotavlja, da niti front in niti back ne posta-
neta prevelika (ali premajhna). Zagotavlja da razen, ¢e obstajata manj kot
dva elementa, tako front in back vsebujeta vsaj n/4 elementov. Ce temu
ni tako, potem se premika elemente med njima tako, da front in back
vsebujeta natanko |n/2] elementov in [n/2] elementov.

DualArrayDeque

void balance() {
if (3xfront.size() < back.size()

|| 3*back.size() < front.size()) {

int n = front.size() + back.size();

int nf = n/2;

array<T> af(max(2*nf, 1));

for (int i = 0; i < nf; i++) {
af[nf-i-1] = get(i);

}

int nb = n - nf;

array<T> ab(max(2*nb, 1));

for (int i = 0; i < nb; i++) {
ab[i] = get(nf+i);

}

front.a = af;

front.n = nf;

back.a = ab;

back.n = nb;

Tukaj je potrebno malo analizirati stvari. Ce se metoda balance()
uravnoteZi, potem premakne O(n) elmentov in za to potrebuje O(n) ¢asa.
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To je slabo, saj je metoda balance() poklicana z vsakim klicem metod
add(i,x) in remove(i). Kakorkoli, slede¢ dokaz pokaze, da v povprecju
metoda balance() porabi samo konstantno koli¢ino ¢asa na operacijo.

Lemma 2.2. Ce je prazen DualArrayDeque ustvarjen in &e katero zaporedje
od m > 1 izvede klice metod add(i,x) in remove(i), potem je skupen zapra-
vijen ¢as med klici metode balance() O(m).

Dokaz. Pokazali bomo, da ¢e je metoda balance() prisiljena premesati
elemente potem je Stevilo add(i,x) in remove(i) operacij od kar so bili
elementi nazadnje premesani z metodo balance() znasa vsaj n/2 — 1. Kot
v dokazu Lemma 2.1, to zados¢a, da lahko dokazemo da je skupen pora-
bljen ¢as metode balance() O(m).

Izvedli bomo naso analizo z uporabo tehnike poznane kot potencialna
metoda. Dolocite potencialni, @, za DualArrayDeque, kot razliko v dolZini
med front in back:

@ =|front.size() —back.size()| .

Zanimiva stvar glede potenciala je to, da klic metode add(i, x) ali remove(i),
katera ne opravi nobenega uravnovesenja lahko poveca potenical skoraj
najvec za 1.

Upostevat je potrebno to, da je takoj po klicu metode balance(), ki
premesa elemente, potencial @, najve¢ 1, saj

D =|n/2] - [n/2]| <1 .

Razmislite o situaciji takoj pred klicem funkcije balance(), ki premesa
elemente in domnevajte, brez izgube splosnosti, da balance() premesa
elemente zaradi 3front.size() <back.size(). To opazimo v tem primeru,

n = front.size()+back.size()

< back.size()/3 +back.size()

4 .
= gback.sue()
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Poleg tega je s¢asoma potencial na tem mestu
®; = back.size()—front.size()
> back.size()—back.size()/3

= —back.size()

Zato, stevilo klicev metode add(i, x) ali remove(i) od kar je metoda balance()
nazadnje premesala emelente, znasa najmanj ®; — &y > n/2 - 1. To za-
klju¢uje dokaz. O

2.5.2 Povzetek

Naslednji izrek povzame lastnosti od DualArrayDeque:

Theorem 2.4. DualArrayDeque implementira List vmesnik. Z ignorira-
njem cene klicev metod resize() in balance(), DualArrayDeque podpira
operacije

* get(i)in set(i,x) v O(1) ¢as na operacijo; in
* add(i,x) in remove(i) v O(1 + min{i, n — i}) éas na operacijo.

Poleg tega, ¢e zacnemo z praznim DualArrayDeque potem zaporedje od m
add(i,x) in remove(i) metod konéa z skupnim rezultatom O(m) ¢asa pora-
bljenega med vsemi klici metod resize() in balance().

2.6 RootishArrayStack: A Space-Efficient Array Stack

One of the drawbacks of all previous data structures in this chapter is
that, because they store their data in one or two arrays and they avoid
resizing these arrays too often, the arrays frequently are not very full. For
example, immediately after a resize() operation on an ArrayStack, the
backing array a is only half full. Even worse, there are times when only
1/3 of a contains data.
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blocks

add(2,x)

remove (1)

remove(7)

(] OxIe] [elelf] I T T CITTT]
remove (6)
[a] [xI<] [alelf] CTTT]

Slika 2.5: A sequence of add(i,x) and remove(i) operations on a RootishArray-
Stack. Arrows denote elements being copied.

In this section, we discuss the RootishArrayStack data structure, that
addresses the problem of wasted space. The RootishArrayStack stores
n elements using O(4y/n) arrays. In these arrays, at most O(+/n) array lo-
cations are unused at any time. All remaining array locations are used
to store data. Therefore, these data structures waste at most O(y/n) space
when storing n elements.

A RootishArrayStack stores its elements in a list of r arrays called
blocks that are numbered 0,1,...,r — 1. See Figure 2.5. Block b contains
b+ 1 elements. Therefore, all r blocks contain a total of

142+3+---+r=r(r+1)/2

elements. The above formula can be obtained as shown in Figure 2.6.

RootishArrayStack
ArrayStack<Tx*> blocks;

int n;

As we might expect, the elements of the list are laid out in order wi-
thin the blocks. The list element with index 0 is stored in block 0, ele-
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r+1

Slika 2.6: The number of white squaresis 1 +2+3+---+r. The number of shaded
squares is the same. Together the white and shaded squares make a rectangle
consisting of r(r+1) squares.

ments with list indices 1 and 2 are stored in block 1, elements with list
indices 3, 4, and 5 are stored in block 2, and so on. The main problem
we have to address is that of determining, given an index i, which block
contains i as well as the index corresponding to i within that block.

Determining the index of i within its block turns out to be easy. If
index i is in block b, then the number of elements in blocks 0,...,b—1 is
b(b + 1)/2. Therefore, i is stored at location

j=i-b(b+1)/2

within block b. Somewhat more challenging is the problem of determi-
ning the value of b. The number of elements that have indices less than
or equal to i is i+ 1. On the other hand, the number of elements in blocks
0,...,bis (b+1)(b+2)/2. Therefore, b is the smallest integer such that

(b+1)b+2)/2>i+1 .
We can rewrite this equation as
b®+3b-2i>0 .

The corresponding quadratic equation b2+ 3b — 2i = 0 has two solutions:
b=(-3+V9+8i)/2and b = (-3 - V9 + 8i)/2. The second solution makes
no sense in our application since it always gives a negative value. There-
fore, we obtain the solution b = (-3 + m)/ 2. In general, this solution
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is not an integer, but going back to our inequality, we want the smallest
integer b such that b > (-3 + V9 + 8i)/2. This is simply

b= [(—3+ VO + 81')/2] .

RootishArrayStack

int i2b(int i) {
double db = (-3.0 + sqrt(9 + 8xi)) / 2.0;
int b = (int)ceil(db);
return b;

With this out of the way, the get(i) and set(i,x) methods are straigh-
tforward. We first compute the appropriate block b and the appropriate
index j within the block and then perform the appropriate operation:

RootishArrayStack

T get(int i) {
int b = i2b(i);
int j =i - bx(b+1)/2;
return blocks.get(b)[j];
}
T set(int i, T x) {
int b = i2b(i);
int j =i - bx(b+1)/2;
Ty = blocks.get(b)[j];
blocks.get(b)[j] = x;
return y;

If we use any of the data structures in this chapter for representing
the blocks list, then get(i) and set(i, x) will each run in constant time.

The add(i, x) method will, by now, look familiar. We first check to see
if our data structure is full, by checking if the number of blocks r is such
that r(r +1)/2 = n. If so, we call grow() to add another block. With this
done, we shift elements with indices i,...,n—1 to the right by one position
to make room for the new element with index i:
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void add(int i, T x) {
int r = blocks.size();
if (rx(r+1)/2 < n + 1) grow();
n++;
for (int j =n-1; j > i; j--)
set(j, get(j-1));
set(i, x);

The grow() method does what we expect. It adds a new block:

RootishArrayStack
void grow() {
blocks.add(blocks.size(), new T[blocks.size()+1]);

}

Ignoring the cost of the grow() operation, the cost of an add(i, x) ope-
ration is dominated by the cost of shifting and is therefore O(1 +n—1i),
just like an ArrayStack.

The remove(i) operation is similar to add(i, x). It shifts the elements
with indices i +1,...,n left by one position and then, if there is more than
one empty block, it calls the shrink() method to remove all but one of the
unused blocks:

RootishArrayStack
T remove(int i) {

T x = get(i);

for (int j = 1i; j < n-1; j++)

set(j, get(j+1));

n--;

int r = blocks.size();

if ((r-2)*(r-1)/2 >= n) shrink();

return x;

RootishArrayStack

void shrink() {
int r = blocks.size();
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while (r > 0 && (r-2)*(r-1)/2 >=n) {
delete [] blocks.remove(blocks.size()-1);
r--;

Once again, ignoring the cost of the shrink() operation, the cost of a
remove(i) operation is dominated by the cost of shifting and is therefore
O(n—1i).

2.6.1 Analysis of Growing and Shrinking

The above analysis of add(i,x) and remove(i) does not account for the
cost of grow() and shrink(). Note that, unlike the ArrayStack.resize()
operation, grow() and shrink() do not copy any data. They only allocate
or free an array of size r. In some environments, this takes only constant
time, while in others, it may require time proportional to r.

We note that, immediately after a call to grow() or shrink(), the situ-
ation is clear. The final block is completely empty, and all other blocks
are completely full. Another call to grow() or shrink() will not happen
until at least r—1 elements have been added or removed. Therefore, even
if grow() and shrink() take O(r) time, this cost can be amortized over at
least r — 1 add(i, x) or remove(i) operations, so that the amortized cost of
grow() and shrink() is O(1) per operation.

2.6.2 Space Usage

Next, we analyze the amount of extra space used by a RootishArray-
Stack. In particular, we want to count any space used by a Rootish-
ArrayStack that is not an array element currently used to hold a list ele-
ment. We call all such space wasted space.

The remove(i) operation ensures that a RootishArrayStack never has
more than two blocks that are not completely full. The number of blocks,
r, used by a RootishArrayStack that stores n elements therefore satisfies

(r=2)(r-1)<n .
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Again, using the quadratic equation on this gives
r<(3+V1+4n)/2=0(vn) .

The last two blocks have sizes r and r — 1, so the space wasted by these
two blocks is at most 2r—1 = O(+/n). If we store the blocks in (for example)
an Arraylist, then the amount of space wasted by the List that stores
those r blocks is also O(r) = O(+y/n). The other space needed for storing n
and other accounting information is O(1). Therefore, the total amount of
wasted space in a RootishArrayStack is O(y/n).

Next, we argue that this space usage is optimal for any data structure
that starts out empty and can support the addition of one item at a time.
More precisely, we will show that, at some point during the addition of
n items, the data structure is wasting an amount of space at least in \/n
(though it may be only wasted for a moment).

Suppose we start with an empty data structure and we add n items one
at a time. At the end of this process, all n items are stored in the structure
and distributed among a collection of r memory blocks. If r > v/n, then
the data structure must be using r pointers (or references) to keep track
of these r blocks, and these pointers are wasted space. On the other hand,
if r < 4/n then, by the pigeonhole principle, some block must have a size
of at least n/r > 4/n. Consider the moment at which this block was first
allocated. Immediately after it was allocated, this block was empty, and
was therefore wasting v/n space. Therefore, at some point in time during
the insertion of n elements, the data structure was wasting y/n space.

2.6.3 Summary

The following theorem summarizes our discussion of the RootishArray-
Stack data structure:

Theorem 2.5. A RootishArrayStack implements the List interface. Igno-
ring the cost of calls to grow() and shrink(), a RootishArrayStack supports
the operations

* get(i)and set(i,x) in O(1) time per operation; and

* add(i,x)and remove(i)in O(1 +n— i) time per operation.
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Furthermore, beginning with an empty RootishArrayStack, any sequence
of m add(i,x) and remove(i) operations results in a total of O(m) time spent
during all calls to grow() and shrink().

The space (measured in words)? used by a RootishArrayStack that stores
n elements is n + O(~/n).

2.6.4 Computing Square Roots

A reader who has had some exposure to models of computation may no-
tice that the RootishArrayStack, as described above, does not fit into the
usual word-RAM model of computation (Section 1.4) because it requires
taking square roots. The square root operation is generally not conside-
red a basic operation and is therefore not usually part of the word-RAM
model.

In this section, we show that the square root operation can be imple-
mented efficiently. In particular, we show that for any integer x € {0,...,n},
[Vx] can be computed in constant-time, after O(+y/n) preprocessing that
creates two arrays of length O(+/n). The following lemma shows that we
can reduce the problem of computing the square root of x to the square
root of a related value x’.

Lemma 2.3. Let x > 1 and let X’ = x—a, where 0 < a < \/x. Then Vx’ > \/x—1.

Dokaz. It suffices to show that

x—Vx>Vx-1.
Square both sides of this inequality to get
X—Vx>x— 2\/;+ 1

and gather terms to get
Vx>1
which is clearly true for any x > 1. O
Start by restricting the problem a little, and assume that 2" < x < 27*1,

so that [logx| = r, i.e., x is an integer having r + 1 bits in its binary re-
presentation. We can take x” = x — (x mod 2V"/2l). Now, x’ satisfies the

3Recall Section 1.4 for a discussion of how memory is measured.

56



conditions of Lemma 2.3, so y/x — VX < 1. Furthermore, x” has all of its
lower-order | r/2] bits equal to 0, so there are only

2r+1—|_r/2j S421‘/2 S4\/;

possible values of x”. This means that we can use an array, sqrttab, that
stores the value of | Vx’| for each possible value of x’. A little more preci-

sqrttab[i] = {\/i2W2JJ .

In this way, sqrttab[i] is within 2 of v/x for all x € {i2l”/2),..., (i +1)2l721 -
1}. Stated another way, the array entry s = sqrttab[x>>|r/2]] is either
equal to [Vx], [vx]—1, or [ v/x]—2. From s we can determine the value of
[Vx] by incrementing s until (s +1)% > x.
FastSqrt

sely, we have

int sqrt(int x, int r) {
int s = sqrtab[x>>r/2];
while ((s+1)x*(s+1) <= x) s++; // executes at most twice
return s;

}

Now, this only works for x € {27,...,2"*! — 1} and sqrttab is a spe-
cial table that only works for a particular value of r = |logx]. To over-
come this, we could compute [logn] different sqrttab arrays, one for
each possible value of |logx]|. The sizes of these tables form an expo-
nential sequence whose largest value is at most 44/n, so the total size of
all tables is O(+/n).

However, it turns out that more than one sqrttab array is unneces-
sary; we only need one sqrttab array for the value r = [logn|. Any value
x with logx = r’ < r can be upgraded by multiplying x by 2*~"" and using
the equation

Vor—r’y = 2(1“*1“’)/2\/; .

The quantity 2" 'x is in the range {2F,...,2"*! — 1} so we can look up
its square root in sqrttab. The following code implements this idea to
compute |/x] for all non-negative integers x in the range {0,...,230 — 1}
using an array, sqrttab, of size 2'°,
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FastSqrt

int sqrt(int x) {
int rp = log(x);
int upgrade = ((r-rp)/2) * 2;
int xp = x << upgrade; // xp has r or r-1 bits
int s = sqrtab[xp>>(r/2)] >> (upgrade/2);
while ((s+1)*(s+1) <= x) s++; [/ executes at most twice
return s;

Something we have taken for granted thus far is the question of how
to compute r’ = [log x]. Again, this is a problem that can be solved with
an array, logtab, of size 2t/2 n this case, the code is particularly simple,
since |logx] is just the index of the most significant 1 bit in the binary
representation of x. This means that, for x > 2/, we can right-shift the
bits of x by r/2 positions before using it as an index into logtab. The
following code does this using an array logtab of size 2'® to compute

llog x| for all x in the range {1,...,2%% —1}.
FastSqrt

int log(int x) {
if (x >= halfint)
return 16 + logtab[x>>16];
return logtab[x];

}

Finally, for completeness, we include the following code that initiali-

zes logtab and sqrttab:
FastSqrt

void inittabs() {
sqrtab = new int[1<<(r/2)];
logtab = new int[1<<(r/2)];
for (int d = 0; d < r/2; d++)
for (int k = 0; k < 1<<d; k++)
logtab[1<<d+k] = d;
int s = 1<<(r/4); /] sqrt(2°(r/2))
for (int i = 0; i < 1<<(r/2); i++) {
if ((s+1)*(s+1) <= i << (r/2)) s++; // sqrt increases
sqrtab[i] = s;
}
}
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To summarize, the computations done by the i2b(i) method can be
implemented in constant time on the word-RAM using O(+/n) extra me-
mory to store the sqrttab and logtab arrays. These arrays can be rebuilt
when n increases or decreases by a factor of two, and the cost of this re-
building can be amortized over the number of add(i,x) and remove(i)
operations that caused the change in n in the same way that the cost of
resize() is analyzed in the ArrayStack implementation.

2.7 Discussion and Exercises

Most of the data structures described in this chapter are folklore. They
can be found in implementations dating back over 30 years. For exam-
ple, implementations of stacks, queues, and deques, which generalize ea-
sily to the ArrayStack, ArrayQueue and ArrayDeque structures described
here, are discussed by Knuth [?, Section 2.2.2].

Brodnik ef al. [?] seem to have been the first to describe the Rootish-
ArrayStack and prove a v/n lower-bound like that in Section 2.6.2. They
also present a different structure that uses a more sophisticated choice of
block sizes in order to avoid computing square roots in the i2b(i) me-
thod. Within their scheme, the block containing i is block |log(i + 1)],
which is simply the index of the leading 1 bit in the binary represen-
tation of i + 1. Some computer architectures provide an instruction for
computing the index of the leading 1-bit in an integer.

A structure related to the RootishArrayStack is the two-level tiered-
vector of Goodrich and Kloss [?]. This structure supports the get(i, x)
and set(i, x) operations in constant time and add(i, x) and remove(i) in
O(+/n) time. These running times are similar to what can be achieved with
the more careful implementation of a RootishArrayStack discussed in
Exercise 2.10.

Exercise 2.1. The List method addA11(i,c) inserts all elements of the
Collection c into the list at position i. (The add(i,x) method is a special
case where ¢ = {x}.) Explain why, for the data structures in this chapter,
it is not efficient to implement addA11(i, ¢) by repeated calls to add(i, x).
Design and implement a more efficient implementation.
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Exercise 2.2. Design and implement a RandomQueue. This is an imple-
mentation of the Queue interface in which the remove() operation remo-
ves an element that is chosen uniformly at random among all the ele-
ments currently in the queue. (Think of a RandomQueue as a bag in which
we can add elements or reach in and blindly remove some random ele-
ment.) The add(x) and remove() operations in a RandomQueue should run
in constant time per operation.

Exercise 2.3. Design and implement a Treque (triple-ended queue). This
is a List implementation in which get(i) and set(i,x) run in constant
time and add(i, x) and remove(i) run in time

O(1 +min{i,n—1,|n/2-1i]}) .

In other words, modifications are fast if they are near either end or near
the middle of the list.

Exercise 2.4. Implement a method rotate(a, r) that “rotates” the array a
s